Universitait Evgeny Volkov
Augsburg Philipp Diiren
University

Blatt 1 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 23. April, in (6rtlich) und vor (zeitlich) der Globallbung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Klassifiziere die folgenden Differentialgleichungen nach Ordnung, Linearitat, Autonomie, Ska-
lareigenschaft und Homogenitat:

o ;=212

y'(x) =z - sin(y(z))

2"(t) = £, wobeiz: I — R?
e =3 -2—17
z(t)=—-2-2(t—1)

Aufgabe 2: Finde eine Losung der folgenden Differentialgleichung:
t=a%-t

Tipp: Trennung der Variablen

Aufgabe 3: Finde eine Lésung fir das folgende Anfangswertproblem:

x =2.x+¢€
z(0) =-1

Tipp: Variation der Konstanten

Aufgabe 4: Finde eine Losung fir die folgende nichtlineare gewodhnliche Differentialgleichung
i* 421 =2

Tipp: Diese Differentialgleichung ist ein Spezialfall von

§m'x'2—|—m'g~x:m-g-h

far ¢ = h = 1. Kommt dir diese Differentialgleichung bekannt vor?

Die folgenden Aufgaben werden voraussichtlich in den Prasenzibungen besprochen und missen weder
vorher bearbeitet noch abgegeben werden.

Prasenzaufgabe 1: Finde eine Losung fur die folgende Dgl, falls sie existiert

e xx+t=1

o i = 10"t

Prasenzaufgabe 2: Finde eine Losung flr das folgende Anfangswertproblem, falls sie existiert

T =2.z—¢
z(0) =1
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Blatt 2 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 30. April, in (6rtlich) und vor (zeitlich) der Globallbung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Hilf mit beim Eindeutigkeitsbeweis aus der Vorlesung und zeige: Es sei I ein abgeschlossenes
Intervall in R. Der Funktionsraum

X = {a: T = RY 2] = StlelII) lz(t)]]2 < OO}

ist dann ein Banachraum mit der Norm || - || - (Bemerkung: ||w]||2 ist hier die gewdhnliche euklidische Norm
imRN.)

groBartige SpaBaufgabe 2: Zeige, dass Trennung der Variablen nicht nur ein ,bléder Trick* ist: Es seien I
und M offene Teilmengen des R mit ¢ty € T und xg € M. AuBerdem seien f : I — Rund g : M — R stetige
Funktionen und g # 0 auf M.

Dann hat die Differentialgleichung

o(t) = f(t) - g(x(t))
eine eindeutige Losung zum Anfangswert x(ty) = x¢, die auf einer lokalen Umgebung von (g, x¢) definiert
ist.

Aufgabe 3: Finde durch Raten alle LOsungen von

T4+ ar=0
z(0) =a
z(0)=b

ZU a,b, o € R. Beachte, dass « > 0 und o < 0 qualitativ unterschiedliche Falle sind.

Die folgenden Aufgaben werden voraussichtlich in den Prasenziibungen besprochen und missen weder
vorher bearbeitet noch abgegeben werden.

Prasenzaufgabe 1: Zeige, dass f : = — V22 in keiner Umgebung des Nullpunktes Lipschitzstetig ist.
Stelle eine Differentialgleichung auf, die damit die Voraussetzung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes
nicht erfallt.

Prasenzaufgabe 2: Es sei f : (t,z) — f(t,x) eine Funktion, sodass f und g—’; beide stetig sind. Zeige,
dass f dann die lokale Lipschitzeigenschaft besitzt.

Prasenzaufgabe 3: Ldse und beschreibe geometrisch die Losungen des folgenden Systems von Differen-
tialgleichungen:

zi + yy = et
yr —zxy =0

Prasenzaufgabe 4: Lose & = 22 + 2tz + t2 — 1.
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Blatt 3 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 7. Mai, in (drtlich) und vor (zeitlich) der Globallibung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Mathematische Modellierung

Ein hungriger Raptor, » Meter éstlich von dir, hat dich erspaht und ein kurzer Sprint Uber eine Distanz von
I Metern nach Norden trennt dich noch von einem sicheren Bunker. Der Raptor rennt immer in exakt deine
Richtung (er versucht nicht, dir den Weg abzuschneiden). Seine Jagdgeschwindigkeit ist konstant w, deine
Sprintgeschwindigkeit ist konstant v. Wir wollen ausrechnen, ob du ihm entkommen kannst.

Die Koordinaten konnen wie im Bild gewahlt werden: Die Trajektorie des Raptors ist ein Graph (z, y(x)).
Du selber startest im Koordinatenursprung.

y

i) Leite die zugehdrige Differentialgleichung

v
w

y(r) =0 (1)
0

(noch unter Ignorierung der Tatsache, dass es einen Bunker gibt) her. Beachte, dass hier die gesuchte
Bewegungsgleichung des Raptors in Abhangigkeit von der x-Koordinate angegeben wird; also nicht
als eine Funktion ¢t — (2(t),y(t)), sondern vielmehr in der Form = + y(z). Uberlege, warum diese
Einschrankung sinnvoll und erlaubt ist.

ii) Lése die Differentialgleichung (1) unter Bertcksichtigung aller Félle v = w. Tipp: Verwende die hy-
perbolischen trigonometrischen Funktionen (sinh, cosh), um schwierige Integrale zu berechnen.

iii) (Bonusaufgabe) Leite Bedingungen an die Parameter » und [ her, um den Bunker erreichen zu
kénnen.

Aufgabe 2: Produkt und Quotient Lipschitz-stetiger Funktionen

Ist D eine offene Teilmenge des RM*+Y undsindg: D — R, (s,z) — g(s,z)undh: D — R, (s,2) ~ h(s, )
zwei stetige und bezlglich x Lipschitz-stetige Funktionen, so ist auch das Produkt ¢-h und — sofern i keine
Nullstelle in D besitzt — auch der Quotient { stetig und bezliglich x Lipschitz-stetig.



Aufgabe 3: Exakte Differentialgleichung

Zeige, dass die folgende Differentialgleichung exakt ist. Bestimme ihre Stammfunktion, zeichne ihre Ni-
veaulinien und bestimme ihre allgemeine Lésung A(t; 7, €):

gt 42-t-z4+e =0

Die folgenden Aufgaben werden voraussichtlich in den Prasenziibungen besprochen und missen weder
vorher bearbeitet noch abgegeben werden.

Prasenzaufgabe 1: Zeige, dass die folgende Differentialgleichung exakt ist. Bestimme ihre Stammfunktion,
zeichne ihre Niveaulinien und bestimme ihre allgemeine Lésung A(¢; 7, ):

it+tz+t2=0
Prasenzaufgabe 2: Gib zu folgender Stammfunktion die dazugehdrige exakte Differentialgleichung an,
zeichne Niveaulinien und bestimme ihre allgemeine Loésung A(¢; 7, €):

S(t,z)=t-x-e*
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Blatt 4 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 14. Mai, in (ortlich) und vor (zeitlich) der Globallbung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Versuche, fur die auf R? \ {(0,0)} nicht exakte Differentialgleichung trotzdem eine Stammfunk-

tion zu bestimmen
t x _

: B _o,
TR 2T 2y g2

indem du folgende Schritte durchfihrst:

e Schreibe S(t,z) = [ h(t,z)dt + c(z)

e Leite nach z ab und stelle eine Differentialgleichung fir ¢(x) auf, die du dann I6st. Damit erhaltst du
eine Funktion S(t,z), die mit gewissen Einschrankungen die Bedingungen an eine Stammfunktion
erflllt.

Was passiert dabei? (Mit anderen Worten: ,Was geht schief?*)

(Wie man im nachfolgenden Plot des Vektorfeldes (g(¢, x), h(t,x)) mit g(¢t,z) = tu#zg und h(t,z) =
sehen kann, ist der Nullpunkt ein Problem (wie auch schon in der Vorlesung gezeigt wurde).)
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Aufgabe 2: Zeige, dass die Differentialgleichung
t-t—ax=0
keinen auf ganz R? definierten integrierenden Faktor besitzt. Bedeutet das, dass die Gleichung nicht explizit

l6sbar ist? Bestimme ferner in jeder der beiden Mengen {(¢,z) € R? : ¢t # 0} und {(¢t,z) € R? : x # 0}
einen integrierenden Faktor und erklare den scheinbaren Widerspruch zum ersten Teil der Aufgabe.

Aufgabe 3: Bestimme einen integrierenden Faktor fir
(t+z)+tant-& =0

und bestimme die allgemeine Ldsung. Tipp: Der integrierende Faktor hangt nur von einer der beiden Va-
riablen z und ¢ ab.

Aufgabe 4: Bestimme einen integrierenden Faktor fur
- (t-ax?—t?)—23=0

und bestimme die allgemeine Lésung. Tipp: Der integrierende Faktor ist wieder von einer speziellen Form
(versuche nacheinander die Beispiele in der Vorlesung, wo m(t, z) = m(t + z) etc.).

Die folgenden Aufgaben werden voraussichtlich in den Prasenzibungen besprochen und missen weder
vorher bearbeitet noch abgegeben werden.

Prasenzaufgabe 1: Berechne die allgemeine Lésung der Differentialgleichung

—T

sint 2
—_— e
t2 t

Prasenzaufgabe 2: Bestimme fir die Differentialgleichung
2-t-24+3-t+2=0
integrierenden Faktor, Definitionsbereich, Stammfunktion, und allgemeine Lésung.

Prasenzaufgabe 3: Zeige: Ist f : R — R eine beliebige stetig differenzierbare Funktion, so besitzt die
Differentialgleichung
i-(z-f(t*4+2?) —t)+a+t- f(tP+2%) =0

einen nur von 2 + z2? abhéngigen integrierenden Faktor.
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Blatt 5 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 21. Mai, in (ortlich) und vor (zeitlich) der Globallbung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Zeigen Sie dass jedes nichtautonome Anfangswertproblem erster Ordnung & = f(¢, x) aquiva-
lent zu einem autonomen Anfangswertproblem erster Ordnung, aber dafiir hdherer Dimension ist.

Aufgabe 2: Zeigen Sie anhand von Beispielen, dass fiir die maximale Lésung eines den Standardvoraus-
setzungen genligenden Anfangswertproblems auch folgende Eigenschaften gelten kénnen:

(a) Die der Aussage (b) des Satzes 1.23 beschreibene Unbeschrankheit liegt nicht in Form der uneigentli-
chen Konvergenz lim;_, + || Amaz(t)|] = oo vor.

(b) Trotz I'™ = +co gilt die Beziehung lim,_, ;+ dist((t, Amaz(t)), 0D) =0

Aufgabe 3: Sei f : R"tY — R eine stetige und bezlglich = Lipschitzstetige Funktion mit f(¢, z) = 0 fr
alle (¢, x) aus einer Menge der Form

M, = {(t,z) € R"V|||z|| > p > 0}.
Zeigen Sie dass dann die maximale Lésung zu jedem der Anfangswertprobleme
T = f(tvx)a ZL'(to) = X

auf ganz R existiert. Gilt die Aussage noch, falls f(¢,z) auf M, nur beschrénkt, oder gar linear beschrénkt
ist?

Aufgabe 4: Geben Sie eine Abbildung f : R? — R? die nicht (!) linear beschrankt ist, wobei aber trotzdem
alle maximaler Lésungen von & = f(x) auf ganz R existieren.
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Blatt 6 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 28. Mai, in (ortlich) und vor (zeitlich) der Globallbung, also bis spatestens 12:15 Uhr.
Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Zeige, dass die Wronski-Determinante w die folgende Dgl erfillt:
w(t) = Spur A(t) - w(t)

und daher gilt
t
w(t) = exp (/ SpurA(s)ds) ~w(T)

Aufgabe 2: Zeige die Beziehung
L(g) = {A(7.8) : £€R}

und dass die rechte Seite unabhangig von der Anfangszeit 7 ist.

Aufgabe 3: Es sei 1, - -, uy €in Fundamentalsystem von i(t) = A(t) - x(t). Bestimme, in welcher Weise
Koeffizienten ¢y, - - - ¢y in Abhangigkeit von 7 und ¢ gewahlt werden missen, damit

Ao(t;7,8) = cipun(t) + -+ + enpn (t)
gilt.

Aufgabe 4: Finde die Ubergangsmatrix fiir
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Blatt 7 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Mittwoch, 3. Juni, in der Vorlesung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzugehérig-
keit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Clairaut-Gleichung

Lies und verstehe das Kapitel ,Clairaut-Gleichung” in der Datei Clairautgleichung.pdf im Digicampus
und wende dein neu erworbenes Wissen auf die Gleichung

y(z) =2y (z) - (¥ (x))°
an. Bestimme samtliche Losungen und skizziere sie.

Aufgabe 2: Autonome lineare Differentialgleichung

()-(3 39

Tipp: Bestimme Eigenwerte und (verallgemeinerte) Eigenvektoren, bringe die Matrix auf Jordannormalform
und benutze die Eigenschaften des Matrixexponentials.

Bestimme die allgemeine Losung zu

Aufgabe 3: Zeichne das Phasenportrat von & = A - x flr
2 1
=0 2)
-2 1
L

Prasenzaufgabe 1: Bestimme das Matrixexponential exp(tA) zu

1 T 2 =2
A:§ 0 9 O
-1 1 8

Tipp: Das charakteristische Polynom von A ist —\3+8\2—21\+18. Zeichne das Phasenportratvon & = A-x

sowie

Prasenzaufgabe 2: Bestimme das Matrixexponential

(- (2, 7))

per Diagonalisierung der Matrix tber C (also ohne den Trick % exp(At) = A - exp(At)). Zeichne das Pha-
senportrat von & = A - z und differenziere dabei zwischen verschiedenen Vorzeichen von p und o.

Prasenzaufgabe 3: Bestimme das Matrixexponential

A1 0 0O
0O X1 00
exp|t-1]0 0 A 0 O
00 0 p 1
000 0 pu
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Blatt 8 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 11. Juni, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Berechne die allgemeine Lésung des Systems

UNCRRORC)

Aufgabe 2: Bestimme zwei reelle 2 x 2-Matrizen A und B derart, dass

N LR

oAt Bt ” o(A+B)t

Aufgabe 3: Bestimme fir die lineare Differentialgleichung 4. Ordnung
u@ =92.408 _j
ein Fundamentalsystem und die Lésung zur Anfangsbedingung

w(0) = 1,4(0) = 2,i(0) = 3,u®(0) = 4

Aufgabe 4: Berechne auf dem Intervall (0, o) ein Fundamentalsystem der skalaren Differentialgleichung

i 2 6

Prasenzaufgabe 1: Bestimme zu folgenden homogenen Differentialgleichungen die allgemeine Lésung:

u(3)—2-u”—u’+2-u:0
W +4-0+5-u=0

Prasenzaufgabe 2: Bestimme die allgemeine Losung zu
uB @) = 3w () +2-ut) =12

und

xT

y'(@) =29/ (2) + () = =
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Blatt 9 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 18. Juni, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Gegeben sei eine Differentialgleichung

T = f(t7$)’

deren rechte Seite f : D — R" auf einer offenen Menge D c R!'*¥ stetig und bezlglich z Lipschitzstetig
ist. Gegeben sei ferner eine Losung p : (t—,00) — RY dieser Gleichung. Es sei t{; >t~ gegeben.

i) Beweise die Gultigkeit folgender alternativen Definition der Stabilitat von p:
Gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 6* > 0 mit der Eigenschaft, dass fur alle £* mit ||£* — u(t)|| < 0* die
Abschatzung

[A(t:; 16, €7) — u(t)] <e
far alle t > t;; gilt, so ist die Losung 1 stabil.

ii) Zeige die Gultigkeit folgender aquivalenten Definition der Attraktivitat von u:
Gibt es ein n* > 0 mit der Eigenschaft, dass fur alle £&* mit ||£* — u(t5)]| < n* die Beziehung

Tim [ A(t: 25, 6°) — (t)]| =0

gilt, so ist die Lésung p attraktiv.

Aufgabe 2: Gegeben sei eine skalare autonome Differentialgleichung

&= f(x)

mit einer n-mal stetig differenzierbaren rechten Seite f : D — R und einer Ruhelage z,. Untersuche die
Stabilitat dieser Ruhelage in Abhangigkeit vom Vorzeichen von (™) (z), wenn folgendes gilt:

f(k)(:z:o) -0
firk=0,...,n—1und
£ (o) # 0.

Aufgabe 3: Gegeben sie das zweidimensionale lineare System

P —1—2cos(4t) 2+ 2sin(4t) \
~ \—2+2sin(4t) —1+2cos(4t))

Zeige, dass dieses System instabil ist, obwohl seine Koeffizientenmatrix nur Eigenwerte mit negativen Re-
alteilen besitzt. Erklare diesen scheinbaren Widerspruch zur Theorie der Stabilitat von linearen autonomen
Differentialgleichungen.

Hinweis: Dieses System besitzt die Losung (e sin(2t), e! cos(2t)).



Prasenzaufgabe 1: Bestimme die Jordannormalform und skizziere das Phasenportrat von

. 1 a
xr = —a _1 X
in der Ebene.

Prasenzaufgabe 2: Betrachte das System

~1 0
i=|o0 -1

1 1

-3 —3 1

Bestimme die allgemeine Losung, die Lésung durch die Anfangswerte

= O

U(% = (17 _170)T7 ,U(% = (Oa 17 _1)T> US) = (07 17 1>T7

bestimme die Stabilitat des Nullpunktes und zeichne das Phasenportrat.
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Blatt 10 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 25. Juni, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Zeige, dass ein lineares Systems
T=A(t) =z

mit stetiger Koeffizientenmatrix genau dann stabil ist, wenn jede Lésung auf [0, co) beschrankt ist. Gilt dies
auch fir inhomogene lineare Differentialgleichungssysteme?

Aufgabe 2: Lotka-Volterra-Differentialgleichungen

Wir modellieren zwei Populationen, die sich in einer Rauber-Beute-Beziehung zueinander verhalten: Die
Elchpopulation zum Zeitpunkt ¢ ist x(t), die Wolfpopulation zum Zeitpunkt ¢ ist y(¢).

i) Begriinde, warum ein sinnvolles Modell fir die Dynamik von Elch- und Wolfpopulationen das Lotka-
Volterra-System

i(t) = ax(t) — Bx(t) - y(t)

y(t) = ya(t) - y(t) — dy(t)
ist. Welche Bedeutung tragen die Konstanten «, 8,~ und 6?7 Bonusaufgabe: Schatze Werte fir die
Konstanten (erlaubte Hilfsmittel: intelligentes Googlerﬂ).

ii) Uberpriife das triviale Gleichgewicht des Systems auf Stabilitat. Tipp: Linearisiertes System betrach-
ten

iii) Finde das nichttriviale Gleichgewicht und wiederhole deine Stabilitatsanalyse. Hier tritt ein Problem
auf. Warum?

iv) Wiederhole Aufgaben ii) und iii) fir das verallgemeinerte Lotka-Volterra-System: Untersuche das tri-
viale Equilibrium auf Stabilitat, zeige, dass es ein nichttriviales Gleichgewicht gibt (falls ¢ < «d/+) und
Uberprife, ob dieses Gleichgewicht stabil ist.

#(t) = ax(t) — Bu(t) - y(t) — ex(t)?
g(t) =y (t) - y(t) —oy(t) — wy(t)®
Erlautere auBerdem die Bedeutung der zusatzlichen Terme.

v) Bonusaufgabe: Plotte die Lésungen beider Systeme und interpretiere die Dynamik. Informiere dich
Uber das ,Attofox Problem* und diskutiere damit die Anwendbarkeit solcher Systeme in der Praxis.

Fazit: In dieser Aufgabe tritt eine Situation auf, in der unsere aktuelle Maschinerie zur Stabilitatsanalyse
noch nicht ausreicht. Wir werden darauf zurlickkommen.

Aufgabe 3: Bestimme die maximale Lésung des Anfangswertproblems
T=x+3-y
j=4d

2(0)=5, #(0)=0, y0)=1

'2.B.:http://www.wolf .org/learn/basic-wolf-info/wolf-faqgs/#s


http://www.wolf.org/learn/basic-wolf-info/wolf-faqs/#s
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Blatt 11 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen
Abgabe Donnerstag, 2. Juli, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Stabilitat skalarer linearer Differentialgleichungen Es seien a und b stetige Funktionen
in R. Bestimme hinreichende und notwendige Kriterien an a(t) und b(t) dafirr, dass die skalare lineare
Differentialgleichung

(t) = a(t) - x(t) + b(t)
asymptotisch stabil ist. Wie lauten die Kriterien im Falle periodischer Funktionen a und 5?
Aufgabe 2: Lotka-Volterra-Differentialgleichungen: Teil 2
Wir modellieren eine Rauber-Beute-Beziehung mittels zweier verschiedener Modelle:

Modell 1:

Modell 2:
B(t) = aw(t) — Ba(t) - y(t) — ex(t)?
§(t) = dz(t) - y(t) — yy(t) — my(t)?

Wir zeigen die Stabilitat der nichttrivialen Equilibria mit zwei leicht unterschiedlichen Methoden:

i) Zeige, dass die Funktion
K(z,y) = a7 - exp(—dx) - y* - exp(—Py)
konstant entlang von Lésungskurven von Modell 1 ist und bestimme damit, inwiefern das nichttriviale
Equilibrium (z*,y*) = (v/d, a/B) stabil und/oder attraktiv ist.
ii) Zeige, dass
V(z,y)=C - (z — x* —x*log%) +D- (y—y" —y*log%)

fir passende Parameter C, D eine Lyapunovfunktion fir Modell 2 ist. Beweise damit die asymptoti-
sche Attraktivitat des Equilibriums

Bemerkung: Hier ist das nichttriviale Equilibrium von Modell 2 gemeint.

Tipp: Interpretiere V als eine symmetrische Bilinearform in den Variablen X = (r —2*)und Y =
(y — y*) und beweise negative Definitheit fir geeignete C, D (die du dann konkret wahlen musst).
Zweiter Tipp: Vermeide, die konkreten Werte von z* und y* einzusetzen. Damit sparst du dir sehr viel
Nerven.

Aufgabe 3: Bestimme die maximale (lokale) Lésung zu

_t 1
Y= (1_t2 2t > Y
0 1—t2

zu den Anfangswerten

i) y(0) = (0,1)T und
i) y(2) = (0,—1/3)7.



Prasenzaufgabe 1: Benutze das Linearisierungsvefahren, um die Stabilitdt des nichttrivialen Gleichge-
wichts beim Lorenzsystem

& = oy—u),
= rer—y-—az,

z = xy—bz
flr o, 7,0 > 0 zu untersuchen.

Prasenzaufgabe 2: Gegeben sei eine skalare autonome Differentialgleichung

&= f(z)

mit einer n-mal stetig differenzierbaren rechten Seite f : D — R und einer Ruhelage z. Untersuche die
Stabilitit dieser Ruhelage in Abhangigkeit vom Vorzeichen von f(") (), wenn folgendes gilt:

F® (29) =0

firk=0,....,n—1und
£ (o) #0,

indem du eine Lyapunovfunktion findest.

Prasenzaufgabe 3: Bestimme die Stabilitat des linearen Systems

T = Ax

-1 1 1 -1 -1 1
A= (1) a= (i eaa= (T Y

far
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Blatt 12 zu Gewohnlichen Differentialgleichungen

Abgabe Donnerstag, 9. Juli, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Mathematisches Pendel mit Reibung

Die Bewegungsgleichung eines Pendels mit Reibung ist gegeben durch
¥+ ct + bsin(x) = 0,
wobei b, ¢ > 0 Konstanten und = der Winkel des Fadens zur Senkrechten ist.
i) Leite das zugehdrige System erster Ordnung (y = &) her.
ii) Bestimme, fur welche v € R die Funktion

1 1
Vi(z,y) = 5709?2 +yxy + iyz +b(1 — cos )

eine Lyapunovfunktion in einer Umgebung des Nullpunktes ist.
iii) Fur welche ~ liefert V' eine Aussage Uber die asymptotische Stabilitat der trivialen Ruhelage?

Aufgabe 2: Bestimme das Matrixexponential exp(At) fur

mithilfe des Putzeralgorithmus’.

Aufgabe 3: Betrachte ein hamiltonsches System mit Hamiltonian
1
H =5 (qf +pi+d+p3)

i) Leite die Bewegungsgleichungen her und lése sie. Beschreibe die Dynamik und zeige, dass alle
Lésungskurven periodisch sind.

ii) Finde eine Funktion
7:RY 5 R?
(q1,p1,q2,p2) = 7(q1,p1, 92, P2)

mit der Eigenschaft, dass falls ||(q1, p1, g2, p2)|lrs = C qilt, auch |7 (g1, p1, g2, p2)||rs = C ist.

iii) Finde (abgesehen vom Hamiltonian) Integrale der Dynamik, also Funktionen f;(q1, p1, g2, p2), die auf
Lésungskurven konstant sind.

Tipp: Man spart sich viel Rechenaufwand und Nerven, wenn man statt der vierdimensionalen Dynamik
eine zweidimensionale Dynamik im Komplexen ansetzt, also z1(t) = q1(t) + i - p1(t).
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Abgabe Donnerstag, 16. Juli, vor der Globaliibung. Die Abgabe muss mit Namen und Ubungsgruppenzu-
gehdrigkeit beschriftet sein.

Aufgabe 1: Jacobi-ldentitat Weise nach, dass fir die Poissonklammer gilt, dass

{A’ {Bv C}} + {B’ {C’A}} + {Cv {Av B}} =0

Aufgabe 2: Sei H : R?® — R eine global definierte Hamiltonfunktion mit H(z) — oo, wenn ||z|| — oo.
Zeige, dass dann alle Lésungen von

. 0
4 = apiH(ql,-~-,qn,p1,---,pn)

. 0
Di = —?%H((h, . 7Qn7p17"'7pn)

beschréankt sind.

Dieses Blatt ist vergleichsweise sehr kurz! Nutze die verbleibende Zeit am Besten damit, alte Ubungs-
blatter zu l6sen!

Prasenzaufgabe 1: Betrachte die Pendelgleichung
0+ sinf =0

i) Zeige, dass 21 = 362 + (1 — cos ) = $6% + 2sin?(0/2) ein Integral ist.
ii) Zeichne das Phasenportrat

Prasenzaufgabe 2: Zweik6rperproblem mit verschwindendem Drehmoment Betrachte ein Objekt in
einem (gravitationellen) Potential V' (q) = —G/||q||?, also mit Hamiltonfunktion

_el* G

H(g,p) =200 =
2= o ]

Wir betrachten ausschlieB3lich den Fall, in dem das Drehmoment den Wert 0 hat, also sind die Variablen ¢
und p skalar (weil der ,Raum der Dynamik® einen eindimensionalen linearen Unterraum des R? bildet).

Leite die Bewegungsgleichungen her, und benutze die Tatsache, dass Losungen auf Niveaumengen der
Hamiltonfunktion existieren, um einen Ausdruck fiir die Losung der Differentialgleichung zu erhalten. Hére
auf, sobald die Terme zu héasslich werden, die Lésung ist namlich nicht in geschlossener Form darstellbar.



