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Analysis 2

im Sommersemester 2014

Ubungsblatt 1

Dieses Blatt dient dazu, die schon aus Analysis 1 bekannten Resultate
iiber das Riemann-Integral zu wiederholen. Georg Friedrich Bernhard
Riemann war ein deutscher Mathematiker. Seinen Namen fiigt man vor
Integral nicht nur wegen der Wiirdigung seines Werkes hinzu. Es gibt
namlich auch andere Definitionen der Integrierbarkeit. So kennt man
wenigstens noch Darboux-, Stieltjes- und Lebesgue-Integral. Das erste
ist dem Riemann-Integral gleichwertig, nur die Vorgehensweisen unter-
scheiden sich. Beim zweiten und dritten handelt es sich um Erweite-
rungen dieses Konzeptes. So ist z.B. die charakteristische Funktion xq
aus der Aufgabe H4 Lebesgue-integrierbar, obwohl sie nicht Riemann-
integrierbar ist. Das Lebesgue-Integral ist weiterhin sehr wichtig, da es
schone Eigenschaften bei Grenzwertiibergéngen besitzt.

Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, 8. April 2014 um 10 Uhr. Schreiben Sie grofs
und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter zusammen.
Die Késten befinden sich im Foyer des Gebaudes L.

H1. Zeigen Sie anhand der folgenden Schritte, dass jede monotone Funktion f : [a,b] — R
Riemann-integrierbar ist.

(a) Wiederholen Sie, was fiir beliebiges n € N die dquidistante Unterteilung
a=Tp <11 <...<x,=0>

vom Intervall [a, ] ist.

(b) Definieren Sie zwei Treppenfunktionen ¢, € T'|a,b] geméf der dquidistanten Un-
terteilung, so dass ¢ > f > 1 sein wird. Treffen Sie hier die natiirlichste Wahl,
indem Sie die Monotonie von f beriicksichtigen.

b b
(c) Berechnen Sie / ¢(x) dzr und / Y(z) de.
(d) Fiihren Sie den Beweis mittels Lemma 7.8 zu Ende.

H2. Es sei f € Rla,b] und (ZU));cy sei eine Folge der Unterteilungen des Intervalls [a, b],
wobei
Z(j):a:x(()j) <x§j) <...<2V =,

j
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Zeigen Sie Folgendes: Gilt fiir die zugehorigen Feinheiten

lim p(ZW) =0,

Jj—o0

so konvergieren beliebige entsprechende Riemann’sche Summen gegen das Riemann-
Integral, d.h. fiir jede Wahl der Stiitzstellen f,(j) € [xlgjzl,xg)], jeNund k€ {1,...,n,}

1st )
/ b f(z) do = lim (Z FED) @) — x,&@l)) .
a J—00 1

Dabei diirfen Sie die nicht bewiesene Bemerkung nach Satz 7.15 verwenden.

H3. Berechnen Sie mithilfe der Riemann’schen Summen die Integrale

2 T
/ 2% dr und / sinzx dx.
0 0

Fiir das erste konnte die Summe in Z1 auf dem zweiten Ubungsblatt zur Analysis 1
niitzlich sein. Beim zweiten diirfen Sie die Formel

n
. km T
siln — = cot —
n 2n

k=1

ohne Beweis anwenden.
H4. Die charakteristische Funktion einer beliebigen Teilmenge M C R ist definiert durch

1, e M,
(@) =90 L gm

(a) Zeigen Sie, dass xg nicht Riemann-integrierbar auf [0, 1] ist.

(b) Leiten Sie her, dass die Thomae’sche Funktion auf jedem kompakten Intervall
Riemann-integrierbar ist. (Sie wurde auf dem zehnten Ubungsblatt zur Analysis
1 definiert.)
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (auch der Fun-
damentalsatz der Analysis) ist, wie schon der Name besagt, eines der
wichtigsten Resultate der Analysis und der Mathematik insgesamt. Er
wurde im 17. Jahrhundert von Isaac Newton und Gottfried Wilhelm
Leibniz entdeckt. Einen Schatten auf beide Wissenschaftler wirft deren
unerbittlicher Kampf um den Primat bei diesem Resultat, der fiir Jahre
auch die Beziehungen zwischen englischen und deutschen Mathematikern
vergiftet hat. Heutzutage gilt, dass beide diesen Satz selbst hergeleitet
haben. Dabei ist Newton frither zu den entscheidenden Resultaten ge-
kommen, Leibniz hat ihn aber im Jahre 1684 als Erster veroffentlicht.
Bei beiden war die Formulierung aus heutiger Sicht eher seltsam, da die
festen Grundlagen der Analysis deutlich spéter gelegt wurden.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (9.-11. April) gemeinsam gelost.

T1. Sei s > 0. Berechnen Sie
I 19 4+2°4+...+nf
im )

n—o00 nS‘H

T2. (a) Es sei F eine Stammfunktion von f und a,b € R beliebig. Zeigen Sie, dass dann
1
/f(aa:+b) dx = 5F(ax+b)+0.

(b) Berechnen Sie

2
1
O/Osin<%x+g) dx, ./x2+4d$’

™

1 I
° / dz, ° / tanx dx.
3—x 0

T3. Berechnen Sie die folgenden (un)bestimmten Integrale:

0 2
(a) / arcsinz dx, (c) /wdx,

3+ 2% —2

1
2

(b) /x7 da, (d) /jm da.
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Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 15. April 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Es seien 0 < a < bund f : [a,b] — R eine positive und stetige Funktion. Definiere auf
la, b] die Funktionen

F(z) = /1 f(t) dt und G(x):= /Itf(t) dt.

Zeigen Sie:
(a) Es existiert eine stetige Funktion H : [a,b] — R, so dass fiir alle z € (a,b] gilt:
H(z) = 5.

(b) Die Funktion H ist eine streng monoton fallende Funktion.

H2. Sei f:[0,1] — (0, 400) eine stetige Funktion. Vereinfachen Sie den folgenden Ausdruck:

lim {/f(G) () F(R)-

n—oo

H3. Berechnen Sie die folgenden (un)bestimmten Integrale:
d 1
@ [ = © [ e dn
V1 —dx — 22 0

1 dz
d :
(b) /0 cos? az, (d) / 2coshz + sinh x 4 2

H4. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar, so besitzt f eine Stammfunktion.

(b) Ist f:[a,b] — R differenzierbar, so ist f Riemann-integrierbar.
Zusatzliche Aufgaben

Die Antworten zu diesen Aufgaben werden sich auf dem Ubungsblatt 3 befinden.

Z1. Berechnen Sie die nachstehenden Integrale:

1
(a) /arctanx dx, (d) /1;_—\:/% dx,

8x3 + T2 4+ 192+ 9 -1 g
b d
( )/ 425 + 9z “ (¢) /_2 1 O

(c) /0 : CO:Qx dz, (f) /1 (log 2)? da.
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Z2. Sei 0 < a <bund es sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, fiir die gilt:

/abf(a:) dx:/abxf(a:) dx = 0.

Beweisen Sie, dass f wenigstens zwei Nullstellen in (a, b) hat.

Z3. Bestimmen Sie alle differenzierbaren Funktionen f : [0,4+00) — R mit der folgenden
Eigenschaft: Fiir jedes x > 0 ist der Mittelwert von f im Intervall [0, z] gleich f(x).
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Die Funktion = + exp(—x?) spielt eine spezielle Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie und
in der Statistik, da sie mit der Normalverteilung verbunden ist. Deren Graph heifst wegen der
Form auch die Gaufs’sche Glockenkurve. Weil sie stetig ist, ist sie Riemann-integrierbar auf
allen kompakten Intervallen. Die Stammfunktion, in der normalisierten Form als die Fehler-
funktion erf bekannt, ldsst sich aber nicht mit elementaren Funktionen darstellen. Die Flache
unter dem Graphen der Glockenkurve hat endlichen Inhalt im Sinne des uneigentlichen Inte-

grals, weil
o)
/ e dy = ﬁ
0 2

Es ist nicht schwierig, dies zu zeigen, man braucht aber Doppelintegrale. Deswegen diirfen Sie
dieses Resultat in H3 ohne Beweis verwenden.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (23.-25. April) gemeinsam geldst.

T1. Berechnen Sie die Lénge einer Astroide (auch a
Sternkurve). Sie ist gegeben als die Menge aller
Punkte (z,y) € R? die fiir gegebenes a > 0

erfillen:
VT P =N

1
i

-a

T2. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche zwischen der Parabel y?> = 4z und der Geraden
r+y=3.
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T3. Untersuchen Sie die nachstehenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz und, falls
vorhanden, berechnen Sie deren Werte.

(a) /Ooo log(1 4 z) iz,

2

< 1
(b)/2 x2_4d:c.

Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 29. April 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Berechnen Sie das Volumen und die Oberfliche eines
Ostereies mit Hohe 56 mm und Durchmesser 42 mm.
Dabei approximieren wir dessen Form durch ein Ellipso-
id, d.h., der Radius r bei der Hohe z (gemessen von der

Mitte) erfiillt:
r\2 2\ 2
. ol
(1) + ()

H2. Welche der folgenden Integrale konvergieren?

Lz
—Yo__
W [
LS|
o) [ o dn
o €¥ —cosx
< 1
dz.
(C>/2 xlogx v

Bei (b) zeigen Sie zuerst, dass lim, g ez’% =1 ist.

& 2
/ Pe”™ dr
0

fiir jedes p > —1 mit der Euler’'schen Gamma-Funktion wieder. Berechnen Sie diesen
Wert fiir p = 2, 5 und 8.

H3. Geben Sie das Integral
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H4. Essei f:[0,1] — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Fiir jedes n € N neh-
men wir die dquidistante Unterteilung x; = %, k =0,...,n, bezeichnen die zugehorige
Riemann’sche Summe mit beliebig gewahlten Stiitzpunkten durch

= %i f(&) wund definieren noch T, := 1 i f(xk_l);L f(xk)

(a) Zeichnen Sie fir f(z) = z?, wie durch Ry und T} die Fliche unter dem Graphen
approxomiert wird.

(b) Beweisen Sie: Gilt fiir jedes = € (0, 1)
R, - / e
/ f(z) dx

M

IN

o |f'(x)] < M, so folgt

" <M fol
o /()] < M, so folgt | <o
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Antworten zum Ubungsblatt 2

Z1. (a) warctanz — §log(l+z?) +C

(b) 2z + § arctan 2 4 log |z| 4 £ log(42® 4+ 9) + C
(c) 75 — log2
(d) 2va® — 2+ 4z — 4log(1 + ) + C

)
1 —1
(e) “Eigi

(f) e—2

Z2. Eine Nullstelle folgt unmittelbar aus dem Mittelwertsatz. Die Existenz noch einer kann
durch Widerspruch hergeleitet werden.

Z3. Das erfiillen genau alle konstanten Funktionen.
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Die Taylorpolynome bzw. -reihen 50

sind die Erweiterung der linearen g T
Approximation. In der Nahe ei- | : S
nes Punktes kann man Werte ei- : f f
ner Funktion (nicht besonders ge- : -
schickt) mit dem Wert in diesem : 08

Punkt einschétzen. Das ist das
nullte Taylorpolynom. Schon be-
kannt ist auch die Approximation . . 0
durch die Tangente (das erste Tay- 5

lorpolynom), was die Idee hinter 5

der Ableitung ist. So geht es wei- s
ter; das zweite ist die Parabel, die

sich am besten dem Graphen an-

gleicht usw. Auferdem erhélt man ‘ /i ,1
eine Abschétzung des Restgliedes. '

Auf dem Bild sind f(z) = log(1 + z) und T7°, ..., T{° zu sehen. Die Taylorreihe konvergiert
fir (—1,1] gegen f.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (am 30. April und 2. Mai) gemeinsam gelost.
T1. Es sei fiir jedes n € N die Funktion f,, : R — R gegeben durch

fulw) = —=

T 14 n2a?
(a) Berechnen Sie || f,]] -
(b) Beweisen Sie, dass (f,)neny punktweise konvergiert.

(c) Zeigen Sie, dass (f,,)nen nicht gleichméfig konvergiert (auf R).
T2. Bestimmen Sie fiir beliebiges av € R die Taylorreihe bei 0 der Funktion
fi(=100) =R, flz)=(1+=)"

Berechnen Sie den Naherungswert fiir /1,1 mit dem zweiten Taylorpolynom und be-
stimmen Sie die Anzahl der richtigen Dezimalstellen.
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T3. Geben Sie die Taylorreihen der folgenden Funktionen an:
(a) e* ! bei —1,
(b) 3% bei 1.
Hausaufgaben
Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 6. Mai 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter

zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Essei f:(0,1) — (0, 1) eine beliebige stetige Funktion mit der Eigenschaft f(z) < x fir
alle z € (0,1). Definiere fiir jedes n € N die Funktion f,, : (0,1) — (0, 1) als Verkettung

fni=fo...0f.
1
(a) Zeigen Sie, dass f,, — 0 punktweise.

(b) Ist die obige Konvergenz immer auch gleichméfig (auf (0,1))?

H2. (a) Bestimmen Sie, fiir welche # € R die Reihe

—~ log log n

konvergiert. Ist die somit definierte Funktion stetig?

(b) Bestimmen Sie fiir die Funktion

Tx+1

flw) = 2024z —1

die Taylorreihe bei 1, wo sie konvergiert und f°4)(1).

H3. Leiten Sie her, dass die Funktion f : R — R mit

eV fiir o £ 0,
f(“")_{o fiir = = 0,

unendlich oft differenzierbar ist und alle ihre Ableitungen im Nullpunkt verschwinden.
Zeigen Sie zunéchst, dass fiir x # 0

f(n)(.ZE) _ pn(%) 671/12’
P ein geeignetes Polynom, ist.
H4. (a) Essei 1 < p < g < co. Geben Sie eine Folge von Funktionen f, € R[0,1] an, so

dass f, — 0 im p-ten Mittel, jedoch (f,,)nen im g-ten Mittel nicht konvergiert.

(b) Finden Sie eine Folge (f,)nen von Funktionen aus R[0, 1], die fiir jedes p € [1,00)
im p-ten Mittel gegen 0 konvergiert, jedoch nicht gleichmafig.

In beiden Féllen konnen Sie das Beispiel unter der Folgen der Form f,, = ¢, x| 1 finden.
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Auf dem Bild unten ist die Sédgezahnkurve aus H1 (rot) mit deren erstem, fiinftem und neuntem
Fourier-Polynom (immer dunkler blau) dargestellt. Auf R\ {7+ 2k7 : k € N} ist die Funktion
differenzierbar. Da konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen den Funktionswert. In den
Sprungstellen existieren zumindest beide einseitigen Ableitungen. In solchen Punkten konver-
giert die Fourierreihe gegen das arithmetische Mittel des links- und rechtsseitigen Grenzwertes
der Funktion, in diesem Falle also gegen 0.

0 /
/W -4 s -] 0 1 ™ 3 o

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (7.-9. Mai) gemeinsam geldst.

T1. (a) Uberzeugen Sie sich, dass der Hauptsatz der Analysis auch fiir komplexwertige
Funktionen gilt: Sei f : [a,b] — C stetig und ¢ € [a, b]. Dann ist die Funktion

F:la,b) - C, F(x) :—/ f(t) dt,
differenzierbar und F’ = (Re F)' + i(Im F')' = f.
b Az
(b) Zeigen Sie fiir beliebiges A € C\ {0}, dass / N dr = {6—] :

T2. Sei f die 2m-periodische Funktion mit

1, 0<z<m,
f(a:)—{ -1, 7#<z<2m.

(a) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f.
(b) Welche Zahlenreihe wird bestimmt durch das Einsetzten von z = £7?

(c) Was ergibt die Parseval’sche Gleichung?
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T3. Sei f € Ry eine reelle Funktion.

(a) Bestimmen Sie die Formeln fiir die Koeffizienten deren reeller Fourierreihe

ag + Z(ak cos kx + by sin kx).

n=1

(b) Zeigen Sie, dass bei ungeraden Funktionen aq = 0 ist. Ist f gerade, so ist ag =
2 [ f(x) dz. Was gilt in diesen zwei Féllen fiir die anderen Koeffizienten? Wie
sieht die reelle Fourierreihe aus?

Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 13. Mai 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebdudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Entwickeln Sie die Sdgezahnkurve in ihre reelle Fourierreihe und berechnen Sie die Sum-

me
1

1+ 1+1
2 4 5 7

1 1+
1 g T

H2. Sei f € R stetig mit Fourier-Koeflizienten (cj)xez. Definiere

F(z):= /OI (f(z) = co) d.

(a) Zeigen Sie, dass auch F' € R,
Bezeichne die Fourier-Koeffizienten von F' mit (Ck)kez.

(b) Leiten Sie (mithilfe der partiellen Integration) her, dass Cy = % fiir k # 0 gilt.
(c) Beweisen Sie Co = — >, &

H3. Sei a ¢ Z beliebig und f sei die 2m-periodische Funktion mit f(z) = cos(am — alz|) fiir
x € [—m, 7.

(a) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f. Dabei kann die Formel fiir das Produkt
zweier Kosinus hilfreich sein:

(cos(z — y) + cos(z +y)).

DN | —

COST COSY =

(b) Leiten Sie die folgende Gleichung her:

. a 1+§: 2 ai 1
cotma =— | — == _
7\ a? 1a2—k2 T~ a? — k2

k=
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H4. Sei fiir jedes x € R
f(z) = Z e " cos(n’z).
n=0

Zeigen Sie Folgendes:

(a) Die Funktion f: R — R ist damit wohldefiniert und die Reihe konvergiert gleich-
mépig (auf ganz R).

(b) f ist unendlich oft differenzierbar und die Ableitungen erhdlt man durch das glied-
weise Ableiten der Reihe.

(c) Die Taylorreihe bei 0 konvergiert nur fiir x = 0.
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Die Sidgezahnkurve aus H1 des fiinften und
dieses Blattes ist hier in der Umgebung
der Sprungstelle bei 7 mit ihrem zehnten,
zwanzig- und dreistigsten Fourier-Polynom
(immer dunkler griin) gezeichnet. Immer né-
her zur Sprungstelle nehmen die Fourier-
Polynomen auch einen Wert an, der wesent-
lich grofser vom linksseitgen Grenzwert der
Funktion ist. (Auf der anderen Seite passiert
Ahnliches.) Das ist das Gibbs’sche Phino-
men und kommt bei allen Funktionen mit
Sprungstellen vor. Ist A die Hohe des Sprun-
ges bei xg, so konvergiert fiir n — oo

|(Snf)(wo £ ) — flaogE)| — h-0,08949. ..

Die Zahl rechts heifst auch die Wilbraham- 0
Gibbs-Konstante und besagt, dass die Ab-
weichungen mindestens 8,95% der Hohe be-
tragen. Sie wird in H1 hergeleitet.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (14.-16. Mai) gemeinsam geldst.
T1. Es sei M = (0, +00) und

d:MxM—R, dzy):=

Tyl

1 1 ‘
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik ist.
(b) Berechnen Sie die Abstéinde d(3,1), d(2,4) und d(1000, 10).

T2. C'[a,b] bezeichnet die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen auf [a, b].

(a) Zeigen Sie, dass C'[a, b] ein reeller Vektorraum ist.
(b) Uberpriifen Sie, dass durch

LA = 1£ (@)l + 11l

eine Norm definiert ist.
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(c) Bilden die Funktionen, deren Wert in b gleich 1 ist, einen Untervektorraum?

T3. Sei R? mit einer p-Norm versehen. Skizzieren Sie El((() 0)), d.h. die abgeschlossene

Einheitskugel mit Mittelpunkt im Ursprung, falls p = 1, 2 5,2,3 oder oo.

Hausaufgaben
Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 20. Mai 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie groft und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter

zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Sei f die durch die Sdgezahnkurve gegebene Funktion. Thre reelle Fourierreihe ist, wie
bereits berechnet,

(a) Zeigen Sie

1 | krm
(Snf)(m=2)=2>» —sin—.
— k n
(b) Leiten Sie her, dass
lim (S, f)(m — = _2/ Sl—ntdt~37038741
n—oo

Den Néherungswert miissen Sie nicht selbst berechnen, sie konnen ihn aber mit
einem Programm bestimmen.

(c) Bestimmen Sie die Wilbraham-Gibbs-Konstante aus der Einleitung.
H2. Sei f € Ca,b] und es gelte f 2" f(z) de = 0 fur alle n € NU {0}.

(a) Zeigen Sie, dass f;p(:v)f(:v) dr = 0 fir jedes Polynom p ist.
(b) Leiten Sie mittels des Weierstrak-Approximationssatzes her, dass fab f(x)? dz = 0.
(c) Was folgt daraus?

H3. Fiir die Elemente der Menge M = (0,400) x (0, +00) definieren wir

+ log& :

d((z1,91), (v2,92)) = Y2

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf M ist.

(b) Bestimmen und skizzieren Sie die offene Kugel mit Mittelpunkt (1,1) und Radius
1 beziiglich d.
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H4. Sei X eine beliebige endliche Menge. Sie sei das Alphabet, deren Elemente die Buchstaben
und geordnete n-Tupel der Buchstaben nennen wir die Worter der Lange n oder die n-
buchstabigen Wérter. Der Hamming-Abstand zwischen Wortern gleicher Lénge ist die
Anzahl der Stellen mit verschiedenen Buchstaben. Ist ¥ das deutsche Alphabet und
betrachten wir die vierbuchstabigen Worter, so ist z.B.

d(Bier, Tier) = 1, d(Bier, Wein) = 4, d(Zwei,Drei) =2 und d(Eins, Vier) = 3.
(a) Beweisen Sie, dass fiir beliebiges Alphabet ¥ und n € N der Hamming-Abstand

eine Metrik auf der Menge aller n-buchstabigen Worter ist.

(b) Schreiben Sie die explizite Formel fiir den Hamming-Abstand, falls ¥ = {0, 1} und
n = 8, also fiir den metrischen Raum aller Bytes.

(c) Wie viele Bytes liegen in der offenen bzw. abgeschlossenen Kugel mit Mittelpunkt
10101010 und Radius 27

(d) Welche Bytes haben Abstand 8 zu 10010111.
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Ein metrischer Raum (M, d) muss immer als ein Paar aus einer Menge und einer Metrik gesehen
werden. Die Metrik bestimmt, ob eine Teilmenge offen, abgeschlossen oder beschrankt ist,
was ihr Inneres, Abschluss und Rand sind, ob der Raum vollstindig ist usw. Entsprechendes
gilt fiir einen normierten Raum (X, ||.||), worauf die Aufgaben T3 und H4 hinweisen. Dort
gibt es beide Male den Vektorraum C]0, 1], allerdings erstens mit der 1- und zweitens mit
der co-Norm. Erzeugen die Normen die gleichen Eigenschaften des Raums, so nennt man sie
dquivalent. Auf C[0, 1] existieren also nichtéquivalente Normen. In den euklidischen Rdumen
R™ und C™ kommt das aber nicht vor. Dort (und fast nur dort) sind, wie in der Vorlesung
auch bewiesen werden wird, alle Normen dquivalent. (Nicht aber alle Metriken!)

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (21.-23. Mai) gemeinsam gelost.
T1. Es seien (M, d) ein metrischer Raum, U C M und x € M. Zeigen Sie Folgendes:

(a) U° =M\ (M\U),
(b) € U <= dist(z,U) = 0.
T2. Sei R? mit der euklidischen Norm versehen. Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen

und bestimmen Sie deren Innere, Rdnder und Abschliisse. Sind sie offen, abgeschlossen,
beschrankt?

e A=(0,2] x [-1,1),

e B={(n,5)cR?:neN},

C={(z,y) eR?2:z+y<1, 0<y<2zx},
D=7Zx(-1,1).
E={(z,y) e R?: 2? + ¢y* = 1},

e« F={1-1:neN}x[01l.

T3. Sei C[0,1] mit 1-Norm versehen, d.h. || f|l = [ | f(z)] dz.
(a) Zeigen Sie, dass die Folge f,(z) = min{nz, 1} gegen die Konstante 1 konvergiert.
Liegt diese Konstante im Inneren der Menge P := {f € C[0,1] : f positiv}?

(b) Beweisen Sie, dass g,(z) = max{0, min{1,2nz —n + 1}} eine Cauchyfolge ist, die
allerdings nicht konvergiert. Welche Aussage tiber (C10, 1],]|.|[1) folgt daraus?
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Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 27. Mai 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Sei (M,d) ein beliebiger metrischer Raum. Zeigen Sie Folgendes:

(a) Ist AC B C M, so ist auch A° C B° und A C B.
(b) Fiir beliebige A, B C M gilt AUB = AUDB.

(c) Bestimmen Sie das Innere, den Abschluss und den Rand von Q und R\ Q in (R, |.|).
Folgern Sie daraus Gegenbeispiele zu den analogen Aussagen fiir Rénder bei (a) und
fiir Innere bei (b).

H2. (a) Zeigen Sie die Behauptungen der Definition und Lemma 4.9.

(b) Man kann auf K" auch die Produktmetrik einfiihren, also diesen Raum als Produk-
traum (K, |.]) x ... x (K,|.|) betrachten. Welche Metrik ist das?

H3. Sei X der Vektorraum aller reellen Polynome mit Grad hochstens 2 und sei

[pll == [p(=1)| + [p(0)[ + |p(1)].

(a) Zeigen Sie, dass ||.|| eine Norm auf X ist.

(b) Bestimmen das Innere, den Abschluss und den Rand der Menge
A={pe X :0<p(l) <1}

(c) Ist X ein Banachraum?

H4. Sei C[0,1] (im Gegensatz zu T3) mit Supremumsnorm versehen und es seien P und
(fn)nen wie in T3.

(a) Zeigen Sie, dass (f,)nen keine Cauchyfolge ist und dass P offen ist.

(b) Bestimmen Sie den Abstand der Funktionen g(x) = sin7z und h(x) = cos 7z zu

U:={ueC0,1] : u(0) <u(l)}.



Prof. Dr. Bernd Schmidt Universitdt Augsburg
Martin Jesenko, M.Sc. Institut fiir Mathematik

Analysis 2

im Sommersemester 2014

Ubungsblatt 8

Bezeichne X die Menge aller kompakten nichtleeren Teilmengen von R%. Weil diese Mengen
beschrénkt sind, ist deren Hausdorff-Abstand

dy(A, B) := max {sup dist(a, B), supdist(b, A)} :

acA beB

wohldefiniert. Die dadurch eingefiithrte Hausdorff-Metrik misst, wie verschieden diese zwei
Mengen sind.

Auf dem Bild sind die Rechtecke
A = [-2,0] x [-1,1] (rot) und
B := [-1,4] x [0,4] (blau) darge-
stellt. Die Ecke links unten hat von
den Elementen aus A den grofsten
Abstand zu B. Das erste Supremum
ist so v/2 (die gelbe Strecke). Um-
gekehrt gilt fiir die Ecke rechts oben
von B. Deren Abstand zu A betragt
5 (die griine Strecke). Also ist fiir
diese zwei Mengen dy (A, B) = 5.

In T3 und H4 wird bewiesen, dass
dy in der Tat eine Metrik ist, mit
der K sogar vollstdndig wird. Die
gleichen Aussagen gelten im belie-
bigen R".

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (28. und 30. Mai) gemeinsam geldst.
T1. Zeigen Sie Folgendes:

(a) Die Menge
A= {(z,y) eR?: 2* +y* =1}

ist kompakt in R? (mit der euklidischen Norm).
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(b) In (C[-5,3],]|-]|) ist die Menge

B = {f € C[=5,3]: f(—4) > 3,/?;f(x) iz < 1907}

offen.

T2. Mit ¢ wird die Menge aller beschrédnkten und mit ¢ aller konvergenten reellen Folgen
bezeichnet.

(a) Gilt ¢~ = B(D,K) fiir geeignete D und K? Was folgt daraus?

(b) Zeigen Sie, dass ¢ ein abgeschlossener Untervektorraum in ¢ ist. Ist es ein Banach-
raum?

(c) Beweisen Sie, dass die Abbildung

L:c— R, L(a):= lim a,,

n—oo

wobei @ = (ay,)nen, linear und stetig ist.
T3. Es sei K wie in der Einleitung.
(a) Bestimmen Sie dy(A, B) fiir
A:=[0,2] x[0,1] und B:= B;((0,0)).
(b) Leiten Sie her, dass fiir beliebige kompakte Mengen A, B C R? gilt
dy(A,B) =0 < A=B.
Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 3. Juni 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Sei der Vektorraum aller glatten Funktionen auf [0, 1], bezeichnet durch

C>[0,1] == () C*[0,1],

keN

mit der Supremumsnorm versehen.

(a) Zeigen Sie, dass die Folge f,(r) = & konvergent ist.

(b) Leiten Sie her, dass die Abbildung A : C*[0, 1] — C*[0, 1], A(f) := f’, nicht stetig

1st.
H2. Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften der Teilmengen von (Cy(R, R), ||.||o0):

(a) A:= {f € Gy(R,R) : f(2)* < f(x) fiir alle x € R} ist abgeschlossen, jedoch nicht
kompakt,
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1
(b) B:= {f € Cp(R,R) : / f(z) dx > 4} ist offen.
-1
H3. Es bezeichne ¢y die Menge aller reellen Nullfolgen und sei fiir beliebiges a = (ay, )nen € €

Ala) = (tettn)

(a) Leiten Sie her, dass ¢y ein abgeschlossener Untervektorraum von c ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Folge (a*)gen aus £, wobei

keine konvergente Teilfolge enthélt. Ist B1(0) in £~ kompakt?

(c) Beweisen Sie, dass durch die obige Vorschrift eine stetige lineare Abbildung A :
0> — (> definiert ist.

(d) Wo liegt das Bild von ¢ und von ¢y unter der Abbildung A?
(e) Bestimmen Sie die Fixpunkte von A, d.h. alle a € *° mit A(a) = a.

H4. Es sei (X, dy) wie in der Einleitung.

(a) Uberpriifen Sie die noch fehlenden Bedingungen dafiir, dass dj eine Metrik ist.

(b) #% Leiten Sie her, dass jede fallende Folge (K, )neny aus K, d.h. K3 D Ky D ...
gegen (2, K,, konvergiert.

(c) Zeigen Sie anhand der folgenden Schritte, dass (K, dy) vollstandig ist:
Es sei (A, )nen eine beliebige Cauchyfolge aus XK.

e Uberpriifen Sie, dass durch B, := Ure, A = A, UA, 1 U. .. eine fallende
Folge der Mengen definiert ist.

e Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Menge B, kompakte und nicht leer, also
ein Element von X, ist.

e Beweisen Sie, dass lim dy(A,, B,) = 0.
n—oo
e Folgern Sie daraus, dass (A, )nen gegen A := (2, B, in (X, dy) konvergiert.

(Nicht zu zeigen:) Den Grenzwert kann man auch folgendermafen darstellen:

A= { lim a, : (an)nen konvergent und a,, € A, fir jedes n € N} .

n—oo
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Eine weitere (sehr natiirliche) Eigenschaft, die metrischen Rdume oder deren Teilmengen haben
koénnen, ist der Zusammenhang. Es gibt zwei nicht dquivalente Definitionen dieses Begriffs:

e Ein metrischer Raum (M, d) heikt unzusammenhingend, wenn eine Darstellung M =
U UV mit nicht leeren, disjunkten, offenen Mengen U,V existiert. Gibt es eine sol-
che Darstellung nicht, so heiltt M zusammenhdingend. Eine Teilmenge A C M heifst
(un)zusammenhéngend, wenn (A, d4) (un)zusammenhéngend ist.

o M heifst wegzusammenhdngend, falls zu je zwei Punkten x,y € M ein Weg zwischen
x und y in M existiert, also eine stetige Abbildung ~ : [0,1] — M mit v(0) = = und

v(1) =y.

Der Wegzusammenhang ist die stéirkere Eigenschaft (siehe
H1). Es existieren tatséchlich Mengen, die zusammenhén-
gend, jedoch nicht wegzusammenhéngend sind. Ein Beispiel
ist die Menge

({& :neNU{0}} x [0,1]) U ([0,1] x {0}) U {(0,1)}

in R2. Allerdings stimmen diese Eigenschaften bei offenen
Mengen in R" iiberein.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (4.-6. Juni) gemeinsam geldst.

T1. Beweisen Sie, dass stetige Bilder zusammenhéngender Mengen zusammenhéngend sind.
Genauer: Ist f: (M,d) — (M',d’) eine stetige Abbildung zwischen metrischen Raumen
und ist M zusammenhéngend, so ist es f(M) auch.

T2. Zeigen Sie:

(a) Jedes Intervall ist (weg)zusammenhéngend.

(b) Die zusammenhédngenden Mengen in (R, [.|) sind genau alle Intervalle (darunter
auch () und Einermengen).
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T3. Es sei w : R® — R" eine Kontraktion von R™ mit Lipschitz-Konstante s. Weiterhin

bezeichne K(R™) den metrischen Raum aller nicht leeren kompakten Mengen in R™,
versehen mit der Hausdorff-Metrik. Fiir alle K’ € K(R™) sei

W(K) = w(K).

Zeigen Sie, dass W : X(R") — K(R") eine Kontraktion ist und dass ihr Kontraktions-
faktor ebenso s ist.

Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist ausnahmsweise Mittwoch, der 11. Juni 2014
um 10 Uhr. Schreiben Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und
heften Sie alle Blatter zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebdudes L. Am
gleichen Tag um 15:45 werden die Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Zeigen Sie die nachstehenden Aussagen:

(a) Wegzusammenhéngende Mengen sind zusammenhéngend.
(b) Stetige Bilder wegzusammenhéngender Mengen sind wegzusammenhéngend.

H2. Ein klassisches Verfahren, um den Néherungswert fiir die Quadratwurzel einer positiven
Zahl a zu berechnen, beginnt mit einem beliebigen xq > 0. In jedem Schritt wird die
néchste Approximation x,; als das arithmetische Mittel von z,, und = berechnet. Das
Verfahren wird wiederholt, bis die erwiinschte Genauigkeit erreicht erd Begriinden Sie
diese Vorgehensweise wie folgt.

(a) Durch f(z):= i(z + %) ist eine Kontraktion auf ((0,400),|.|) definiert.
(b) Das Bild von f liegt in [v/a, 00).

¢) Verwenden Sie den Banach’schen Fixpunktsatz auf , um zu zeigen, dass
[Va,c0) &)
lim,, o0 7, = y/a. Warum ist es notig, das Intervall zu verkleinern?

(d) Bestimmen Sie die Genauigkeit der Niherungswert von v/7 nach 8 Schritten, wenn

wir mit xg = 7 anfangen.

H3. Es seien w; : R — R", ¢ = 1,...,1, Kontraktionen von R"™ mit Lipschitz-Konstanten
s; < 1. Fiir alle K € KX(R") sei

(a) Zeigen Sie, dass fiir beliebige A;, B; € K(R"), i =1,...,1, gilt:

dH(A1 U... UA[,Bl U. UB]) < maX dH(Al,B)

-----

(b) Folgern Sie aus (a), dass W : K(R™) — K(R"™) eine Kontraktion ist mit Kontrakti-
onsfaktor max{s; : i =1,...,}.
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H4. Die Funktionen w; : R — R, i = 1, 2, seien definiert durch

T T+ 2
wy () =3 und  wy(x) == 5

(a) Zeigen Sie, dass w; und wy Kontraktionen sind.

(b) Sei W : X(R) — KX(R) wie in H3. Zeichnen Sie
W(J), (WoW)(J) und (W oW oW)(J)

fiir J = [0, 1].

(c) Der einzige Fixpunkt C' von W heift die Cantor-Menge. Zeigen Sie, dass sie total
unzusammenhéngend ist, d.h. dass deren gréfite zusammenhéngende Teilmengen
Einermengen sind. Dabei diirfen Sie ohne Beweis aus (b) folgern, wie C' entsteht.
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Stefan Banach (1892-1945) war ein polnischer Mathematiker. Nach ihm
sind unter anderem auch zwei uns bekannte Begriffe genannt, und zwar
der Banachraum und der Banachsche Fixpunktsatz. Er war vor allem in
der Funktionalanalysis tatig. Das ist ein Gebiet der Mathematik, das sich
mit allgemeinen Vektorrdumen, die mit Metrik, Norm oder Skalarprodukt
versehen sind, befasst. Mit Mitteln der Funktionalanalysis kénnen viele
Probleme aus der Wissenschaft klar formuliert und gelost werden. Ihre
Anwendung auf Differentialgleichungen haben wir bereits kennen gelernt
und das Verfahren wird in H2 geiibt.

Ubungsblatt 10

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (11.-13. Juni) gemeinsam geldst.

T1.

T2.

T3.

Bestimmen Sie den groftmoglichen Bereich D C R? wo die Funktion wohldefiniert
ist, skizzieren Sie ihn, untersuchen Sie die Funktion auf Stetigkeit und zeichnen Sie die
Niveaulinien fiir

Bestimmen Sie D f fiir die Funktion

[iRT =R, fa,y) =2
Es sei M = (0, +00) und

d:MxM—R, dzy):=

1 1
r Yy

die Metrik aus T1 vom sechsten Ubungsblatt. Ist d dquivalent zu |.|? Stark dquivalent?
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Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 17. Juni 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1.

H2.

H3.

HA4.

Es sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum und f : M — M eine Abbildung, fiir die
z#y = d(f(2), f(y)) < d(z,y).

gilt. Zeigen Sie, dass f genau einen Fixpunkt besitzt. Betrachten Sie dafiir die Funktion
z— d(z, f(z)).
Sei A € R. Finden Sie die Losung v : R — R des Anfangswertproblems
y'(t) = My(t) firalleteR
y(0) = 1
indem Sie das Verfahren aus Satz 4.44 verwenden:

(a) Bestimmen Sie zuerst die Abbildung 7.

(b) Leiten Sie die Formel fiir alle Iterierten her, wenn man mit der Nullfunktion anfingt,
d.h. berechnen Sie
To...oT(0)
—

fiir alle n € N.

(c) Bestimmen Sie die Losung des Problems.

Bestimmen und skizzieren Sie die groftmoglichen Bereiche in R?, wo die folgenden Vor-
schriften Funktionen definieren, und zeichnen Sie deren Niveaulinien fiir 0, :I:% und +1:

(&) flz,y) =75+
(b) g(z,y) = /sin(z? +¢?).
Der Raum aller £-Tupel der Vektoren aus R"™ kann betrachtet werden als

R" x ... x R" @ R",
N——
k

Eine Abbildung M : R"™ x ... x R™ — R heift k-linear, falls sie in jeder Komponente
linear ist, d.h.

M(alvl +/81w1au27 .. ,Uk-) = alM(U17u2a ... 7Uk) + /BIM(whuQa ... ,Uk)

fiir alle a1, 51 € R und vy, wy, us, ..., ur € R” und das Analoge in den anderen Kompo-
nenten.

(a) Bestimmen Sie die Ableitung einer beliebigen k-linearen Abbildung.
(b) Leiten Sie das Skalarprodukt ab, also die Abbildung

R"xR" =R, (u,v)—u-v.
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Der Satz von der lokalen Inversen

besagt, wann eine stetig differen-

zierbare Abbildung lokal umkehr-

bar ist. Fiir die Dimension 1 ist

das auf dem Bild zu sehen. Ist in

einem Punkt die Ableitung positiv

bzw. negativ, dann ist die Funktion

in einer Umgebung wachsend bzw. 0s
fallend. Wir konnen z als eine ste-

tig differenzierbare Funktion von y

darstellen und wir haben auch die s . % : e ; 75
Formel fiir die Ableitung. In statio- /

ndren Punkten geht das aber nicht.

In héheren Dimensionen gilt Analoges. Die Ableitungen sind Matrizen, entscheidend ist aber
auch hier, ob sie invertierbar sind oder nicht. Allerdings geht es um eine lokale Aussage, die
nichts {iber den gréftmoglichen Bereich, auf dem die inverse Abbildung existiert, aussagt.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (18. und 20. Juni) gemeinsam geldst.

T1. Bestimmen Sie die nachstehenden Grenzwerte (falls vorhanden):

: 2 2
() Tim SnEy) b)  lim (¢) lim ZYFTY

(zy)—>(02) (@y)—(0,0) T+ Yy’ (@y)—(0,0) 12 +7y2

T2. Es sei f: R® — R eine beliebige differenzierbare Funktion.

(a) Berechnen Sie ¢’(0) fiir die Funktion ¢ : R — R, definiert durch g(¢) := f(¢,sint, e).
(b) Sei v :(—¢e,e) = N.(f) ein Weg entlang einer beliebigen Niveaumenge. Zeigen Sie,

dass (grad f)(7(0)) L ~/(0). Erkléren Sie dieses Resultat.
T3. Es sei f: R? — R? die durch
22—y
ten=( "0 )

definierte Abbildung.
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(a) Berechnen Sie die Jakobimatrix von f und, wo sie existiert, ihre Inverse.

(b) Zeigen Sie, dass f surjektiv ist und dass jeder Punkt (z,y) € R?\ {(0,0)} genau
zwei Urbildpunkte besitzt.

Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 24. Juni 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Es sel 2 3
PR SR fag ] 2re o VP00
0, (z,y) = (0,0).

(a) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen tiberall existieren.
(b) Untersuchen Sie f, 0, f und 0, f auf Stetigkeit.
(c) Ist f differenzierbar in (0,0)?

H2. Es sei

WW%W,mwb(”mW+w)

22 + ¢
(a) Berechnen Sie die Ableitung von f.

(b) Zeigen Sie, dass f in (1,0)7 ein lokaler Diffeomorphismus ist und bestimmen Sie
die Ableitung der inversen Abbildung in f(1,0).

(¢) Bestimmen und zeichnen Sie die Menge aller Punkte, wo f kein lokaler Diffeomor-

phismus ist.

H3. Schitzen Sie mit Hilfe der Ableitung ein, wie sich die groftere Nullstelle verédndert, wenn
wir alle Koeffizienten der quadratischen Gleichung

2?3 +2=0
um 0,01 vergréfsern.

H4. Eine Funktion f : R™ — R heifst homogen vom Grad k, falls fiir alle z € R” und a > 0
gilt:
flax) = a* f(z).
Zeigen Sie, dass
z - gradf(z) = kf(z)

gilt, indem Sie die obige Gleichung nach a ableiten und o = 1 einsetzen. Ist jede Abbil-
dung, die die letzte Gleichung erfiillt, homogen vom Grad k7
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Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (25.-27. Juni) gemeinsam geldst.

T1. Berechnen Sie 0, f, 0, f, 0,0, f und 0,0, f fiir

2

fiR2 R, f(r,y) = ysin(zy?) + e

T2. Es sei das Gleichungssystem

doy +2xz+ 4y — 3z =
ry+axz+20+2y—2z = 2

gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass dadurch stetig differenzierbare Funktionen y = y(x) in z = z(z) in
einer Umgebung von z = 0 eindeutig bestimmt sind.

(b) Berechnen Sie ¢/(0) in 2'(0).

T3. Es seien kK € R” und 1 < p < oo. Berechnen Sie alle ersten partiellen Ableitungen der
Funktionen R™ — R mit den Vorschriften

(a) z+— k- x,
(b) @ = [l
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Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 1. Juli 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Sei f € C*(R?). Berechnen Sie 92z, 0,0,z und 9,z fiir z(z,y) = f(z* + 3>, zy).
H2. Zeigen Sie, dass unendlich viele Funktionen z = z(z, y) existieren, die

e in einer Umgebung von (0, 1) definiert und stetig differenzierbar sind,

e die Gleichung sin(zy) + sin(xz) + zsin(yz) = 0 erfiillen.
Fiir eine von diesen berechnen Sie noch Df(0,1).

H3. Es sei die Funktion
fiRZ SR, floy) =4 Y

gegeben.

(a) Rechtfertigen Sie ohne abzuleiten, dass 0,0, f(x,y) = 0,0, f(z,y) fir alle (z,y) #
(0,0) gilt.

(b) Zeigen Sie 0,0, f(0,0) # 0,0, £(0,0) .
H4. (a) Zeigen Sie, dass fiir n > 3 die Funktion
p R\ {0} =R, o)==zl

eine Losung der Laplacegleichung

En: 0ip(z) =0
i=1

1st.

(b) Esseic >0, k€ R" und w := c||k||2. Es sei weiter g : R — R eine beliebige zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Beweisen Sie, dass die Funktion

fPR"XR—=R, f(z,t):=g(k -x—wt)
eine Losung der Wellengleichung (auch Schwingungsgleichung)

O f(at) = S0 o)

=1

ist.
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In jedem metrischen Raum nimmt eine stetige Funktion auf 3
einer kompakten Menge die globalen Extrema an. Bei diffe-
renzierbaren Funktionen auf R” kann man sie analog wie in
der Dimension 1 bestimmen (vgl. mit der Einleitung vom
Blatt 13 zur Analysis 1). Namlich, die Extrema kénnen im
Inneren oder auf dem Rand liegen. Im ersten Falle geht es
um ein lokales Extremum, also muss dort Df = 0 gelten.
Das Verhalten auf dem Rand muss separat untersucht wer-
den. Allerdings ist das in héheren Dimensionen aufwendiger
als in der Dimension 1, wo der Rand eines Intervalls nur aus
zwei Punkten besteht. > % — % T

In der Aufgabe H4 werden die globalen Extrema auf dem abgebildeten Dreieck gesucht. Der
Rand des Gebiets sind hier die drei Seiten des Dreiecks. Die Kandidaten fiir die Extrema sind
also die lokalen Extrema im Inneren und die Extremwerte auf den Seiten.

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (2.-4. Juli) gemeinsam geldst.
T1. Es sei z € R? und f € C~(R?). Bestimmen Sie

(a) 393 und D jaj=2 T

(b) (0,2,1)! und (4, 3,2)!,

(c) AL f.

T2. Bestimmen Sie die Taylorreihe um den Ursprung von
fiR =R, f(a,y,2) =2+ (1 +y)*sin(z + 2)

bis zu den Termen dritter Ordnung und berechnen Sie den Naherungswert von 0,2 +
1,12sin0,3.

T3. Finden und klassifizieren Sie die lokalen Extrema der Funktion

f:R* =R, flr,y):=2"+y>—3zy.
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Hausaufgaben

Die Abgabefrist fiir die Hausaufgaben ist Dienstag, der 8. Juli 2014 um 10 Uhr. Schreiben
Sie grof und deutlich die Gruppennummer auf die erste Seite und heften Sie alle Blatter
zusammen. Die Késten befinden sich im Foyer des Gebédudes L. Am gleichen Tag werden die
Hausaufgaben in der Globaliibung besprochen werden.

H1. Berechnen Sie 93'9] f(0,0) und 92*97*0%° f(0,0), wobei

1

‘R? 5 R, xT,y) = .
f f(z,y) T———

H2. Beweisen Sie, dass durch die Gleichung
DB yzr—ayt —2* =0

eine stetig differenzierbare Funktion z = z(z,y) in einer Umgebung von (z,y) = (1,1)
wohldefiniert ist. Berechnen Sie noch deren zweites Taylorpolynom (um (1,1)).

H3. Zeigen Sie, dass die Funktion
f R =R, f(z,y) = (1+e")cosz — ye!
unendlich viele lokale Maxima, jedoch kein lokales Minimum besitzt.
H4. Bestimmen Sie das Minimum und Maximum der Funktion
[iRT =R, flay) =23 -2 —y)

auf dem (abgeschlossenen) Dreieck mit den Ecken in (0,0), (0,2) und (2,0).
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In dieser Woche enden die zwei wichtigsten Sachen im Sommersemester: die WM im Fufsball
und der Kurs zur Analysis 2. Das ganze Analysis 2-Aufgebot wiinscht Thnen

VIEL ERFOLG BEI DEN PRUFUNGEN
UND SCHONE SOMMERFERIEN!

Tutoriibungen

Diese Aufgaben werden in den Ubungsgruppen (9.-11. Juli) gemeinsam gelost.

T1. Finden Sie die Punkte auf dem Ellipsoid {(z,y,2) € R? : S—; +y* + 22 = 1} mit dem
groftmoglichen Abstand zur Ebene {(z,y,2) € R? : 3z + 4y + 122 = 288}.

T2. Bestimmen Sie das Maximum und Minimum der Funktion
f:R* =R, f(zy):=3z*— 2wy + 3%
in der abgeschlossenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt (0,0) und Radius 2.
Zusatzliche Aufgaben

Die Losungen zu diesen Aufgaben werden sich auf einem separaten Blatt befinden.

Z1. Bestimmen Sie das Dreieck mit vorgegebenem Umfang, dessen Flacheninhalt grofstmdog-
lich ist. Tipp: Verwenden Sie die Heronsche Formel.

Z2. Berechnen Sie den grofiten und den kleinsten Wert des Ausdrucks sin =2 auf der Menge

3
{(z,y) e R? : 2* + y* < 1}.

Z3. Der durch einen Widerstand R fliefende elektrische Strom I erzeugt pro Zeiteinheit
Wiirme, die proportional zu I?R ist. Zeigen Sie, dass sich in einem Stromkreis mit einer
Spannungsquelle und drei parallel geschalteten Widerstdnden R;, Rs, R3 der Strom so
verteilt, dass die gesamte erzeugte Warme minimal ist.



