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Sobre un problema de contacto en elasticidad

RESUMEN. Tras un breve repaso de la teoria lineal de la elasticidad, estudiamos el
problema clasico que se ocupa del equilibrio estacionario de un soélido elastico repo-
sando sobre una superficie sin rozamiento (problema de Signorini). El rasgo esencial
de dicho problema son unas condiciones de contorno unilaterales que lo convierten
en uno no lineal y representan el desconocimiento de dénde se produce contacto y
por tanto estan dadas en regiones desconocidas a priori. La region de coincidencia,
donde las desigualdades que modelan esta falta de informacion se transforman en
igualdades, se estudia en el caso vectorial y en el escalar desde dos puntos de vista en
una seccion posterior. Terminan unos apéndices con resultados y conceptos necesarios
de espacios de Sobolev y problemas variacionales. Para el estudio de la existencia y
unicidad de soluciones del problema eliptico se ha anadido una seccion dedicada a la
coercitividad de las formas bilineales implicadas, donde la herramienta fundamental
es la desigualdad de Korn, demostrada gracias a un resultado de regularidad para
distribuciones. Completan los apéndices otros temas generales empleados en el texto
asi como unos escuetos apuntes historicos.

ABSTRACT. After a quick review of linear elasticity theory, we study the classical
problem which considers the stationary equilibrium of an elastic body resting on a
frictionless surface (Signorini problem). Its essential property is found in the unilat-
eral boundary conditions given in subsets of the boundary unknown a priori which
model the lack of knowledge about the region where contact happens and make the
problem non-linear. The coincidence set, where the inequalities defining the boundary
conditions become equalities, is then studied in both the vectorial and the scalar
settings from two viewpoints. There follows a collection of appendices with the nec-
essary results and concepts from Sobolev spaces theory and variational inequalities.
For the study of existence and uniqueness of solution to the elliptic problem we
added a section on the coercivity of the relevant bilinear forms, the fundamental tool
being a form of Korn’s inequality which is proven using a general regularity result for
distributions. We finish with some general questions needed throughout the text and
some brief historical notes.

This document was entirely created using the open source scientific platform TpX; s
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1. INTRODUCCION

Este texto es el resultado de mi introduccién al estudio de ciertas propiedades cualitativas
de las soluciones de un problema concreto en mecdnica de contacto. Esta parte de la
fisica de los s6lidos se ocupa del contacto estatico o dinamico entre cuerpos elasticos de
distintas clases! y es una disciplina de innumerables aplicaciones en ingenieria que presenta
problemas de gran dificultad matemaética. Gran parte de esta estriba en la aparicién de
fenémenos no lineales de frontera libre en las ecuaciones, es decir de subconjuntos del
dominio en los cuales las condiciones no se conocen a priori. Un ejemplo es el problema
clasico de Stefan para la fusion del hielo (se busca la distribucion de temperatura en un
medio homogéneo que experimenta una transicion de fase), donde la region del espacio
en la que el hielo se funde es determinada dinamicamente por la soluciéon de la ecuacion.
En este trabajo se estudia el problema de Signorini: un solido (linealmente) elastico en
equilibrio estatico sobre una superficie rigida; la regiéon desconocida es aquella de la frontera
del objeto en la cual ocurre contacto y en el caso mas sencillo esto se expresa como que la
solucién se anula.

El contenido principal de los teoremas centrales, en la seccién 4, es de tipo cualitativo.
Un teorema de Kinderlehrer [Kin81, Teorema 4] proporciona primero cierta tranquilidad
respecto a la validez fisica del modelo puesto que afirma que las fuerzas actuando sobre
un cuerpo y las de reaccién en la zona de contacto se equilibran. Pero también se sigue
de él que no es posible que un cuerpo N-dimensional deformado se encuentre en equilibrio
dindmico sobre una variedad de dimensién N — 2: una pelota no puede estar en equilibrio
sobre un subconjunto de uno o varios puntos de una superficie.

Los teoremas de Diaz [Dia80] y Diaz y Jiménez [DJ88] en la seccion 4.2, van en otra
direccion: encuentran condiciones (intuitivamente claras) sobre los datos que permiten dar
estimaciones sobre regiones del borde en las que la solucion se anula. La ecuacion (escalar)
que se considera en este caso es

—Au+au=f,

junto con ciertas condiciones de contorno que modelan el posible contacto. Lo que los
teoremas afirman, es que aquellas regiones de la frontera cerca de las cuales la fuerza
aplicada no supera cierto umbral dejaran de tocar el obstaculo. Esto puede ilustrarse con
el siguiente experimento casero.

Considérese una balleta himeda sujeta sobre un soporte anular, como un molde de
cocina, al que ha sido sujeta con holgura mediante hilos (figuras 1 y 2). La balleta se
comba por la accién de la gravedad, nica fuerza f <1 que actiia sobre ella y el contacto
se produce en todo el borde tal y como cabe esperar y el teorema predice. Desde abajo se
aplica otra fuerza en forma de aire frio con un secador de pelo ajustado para un chorro de
foco pequeno: gracias a que la superficie en la que impacta el aire es pequena con respecto
a la de la balleta, podemos simular grosso modo efectos locales en el término independiente
f de la ecuacion. Si nos acercamos (sin tocar) al borde contrarrestando la gravedad con el
aire, f caera localmente por debajo del umbral y la balleta se levantara (figura 3).

1. Eldsticos: sin deformaciones permanentes; viscoeldsticos: cuyas propiedades eléasticas dependen de la tempe-
ratura, el tiempo o la frecuencia de aplicacion de las fuerzas; o pldsticos: no recuperan la configuracion de referencia
tras desaparecer las fuerzas.
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Figura 1. Materiales. Figura 2. Montaje.

Figura 3. Resultado.

En el modelo de la elasticidad que empleamos surgen inecuaciones de tipo eliptico y
para su estudio se ha incluido la parte estrictamente necesaria de la teoria de inecuaciones
variacionales y espacios de Sobolev. Se han incluido asimismo algunos resultados de exis-
tencia y unicidad clésicos, asi como una larga demostracion de la desigualdad de Korn,
clave en la demostracion de existencia. Por otra parte, aunque en el analisis matematico
de cualquier modelo fisico es fundamental el estudio de la regularidad de las soluciones
como funcion de la de los datos, esta cuestion es en general de gran dificultad técnica,
especialmente en cuanto se relajan las condiciones de suavidad del dominio. Por esto
hemos elegido simplemente citar un resultado de Kinderlehrer dejando la demostraciéon de
lado.2 Nos restringimos ademés siempre al caso de una frontera regular de clase C*, lo que
simplifica muchas demostraciones, en especial las del apartado técnico de los apéndices.

Estas y el resto de técnicas empleadas son de uso general en muchas aplicaciones de
ecuaciones en derivadas parciales y por tanto su estudio ha representado para mi una
mirada algo mas de cerca a un campo apasionante que probablemente me ocupe durante
los préximos anos. Es por esto que he de subrayar que le debo la idea de estudiar este
problema al profesor Jesus Ildefonso Diaz Diaz, quien pese a la lejania entre Munich, donde
resido, y Madrid se ofreci6 a dirigir este trabajo y me introdujo en un campo interesante y
con aplicaciones directas. Pese a lo irregular de mis visitas a Espafia y sus muchas tareas
he visto respondidas mis preguntas en todo momento. A él le debo también la gentileza de
haber preparado y documentado el pequeno experimento casero de méas arriba que ilustra
uno de los teoremas centrales del texto.

La otra persona a quien le debo mucho es Ana Canizares, mi compafiera en la vida
y en las matematicas, quien ha leido varias versiones del texto con paciencia y con sus
correcciones y constantes discusiones me ha ayudado, como siempre hace, a avanzar.

Pero este texto existe gracias a més gente de modo directo. A mi profesor y amigo
Baldomero Rubio le debo apoyo y consejos constantes, asi como haberme animado a entrar
en contacto con Ildefonso y el campo de las EDPs. Por dltimo, para la elaboracion de este
trabajo he empleado exclusivamente la herramienta de edicién cientifica TEXyacg v @ sus
desarrolladores y su comunidad les debo sus miles de horas de esfuerzo que me permiten
trabajar cada dia comoda y rapidamente.

2. Dicha demostracion sigue no obstante una técnica habitual de cocientes incrementales debida a Niremberg
que se puede encontrar ademas de en el articulo de Kinderlehrer [Kin81], en los textos estandar como [Eval0].
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2. TEORIA CLASICA DE LA ELASTICIDAD

En esta seccion introductoria repasamos sin demasiado detalle la teoria de la elasticidad
lineal: el objetivo es modelar la deformacion de un solido anisétropo (el efecto de las
fuerzas depende de la direccion) y no homogéneo (la densidad y propiedades del material
dependen de la posicion dentro del cuerpo), sin tener en cuenta efectos termodinamicos
y suponiendo que las deformaciones en las que incurre el cuerpo al ser sometido a fuerzas
externas son de pequena indole. Desarrollaremos esta suposiciéon en la secciéon 2.3, lo
que conducird a unas ecuaciones lineales y permitira aplicar los resultados generales de
existencia de la seccion A.3. En una primera aproximacion supondremos todas las funciones
y dominios tan suaves como sea necesario para dotar de sentido las expresiones que se
escribiran.

Llamamos configuraciéon de referencia a la configuracion espacial del cuerpo sin
someter a fuerzas externas y designamos mediante €2 la regiéon de RY que éste ocupa en
dicha configuracion y con I' =952 su frontera, que supondremos por lo general al menos
de clase C'. Para describir la deformaciéon empleamos coordenadas Lagrangianas o
materiales, es decir con respecto a la configuracién de referencia, y las designamos con
letras mintsculas x.

La deformacion del cuerpo puede describirse mediante un campo de deformaciones
(t,x)— y(t,z) o un campo de desplazamientos (t,x)+— u(t,z):=y(t,z) — z. Sera
este 1ltimo el que se busque determinar mediante las ecuaciones.

2.1. Ecuaciones del movimiento.

Para llegar a unas ecuaciones que describan las deformaciones partiremos de la ley de
conservacion del momento?, teniendo en cuenta tanto las fuerzas externas que actiian sobre
todo el volumen, por ejemplo gravedad o campo electromagnético, como las internas de
cohesion en el material.

Estas ultimas se describen por medio del primer tensor de esfuerzos de Piola-
Kirchhoff* imaginando 2 dividido en dos partes €1 y €25 por una superficie A, suponemos
que el dominio deformado y(£22) ejerce una fuerza a través de la superficie deformada y(A)
sobre el dominio deformado y(£2;). Segtn este principio y con el teorema de Cauchy®, esta
fuerza puede ser descrita por una medida de superficie, absolutamente continua respecto
a la de Lebesgue, que depende tnicamente de la normal en cada punto de A y ademaés de
forma lineal, es decir que existe un (0,2)-tensor o, de componentes o;;, tal que |, adp=
Jyo(vz)dss. Tenemos entonces:

Fo,—q,= /O’ vdsy,
A

donde v es la normal en cada punto de A en direcciéon a §2s.

Figura 4. El tensor de esfuerzos.

3. Momento lineal, es decir %(m v)=F. (cf. [DL76, Nota 1, p.1])

4. Tensor de esfuerzos de Cauchy, si se trabaja en coordenadas de Euler o espaciales.
5. Axioma y teorema de Cauchy, [TMO5, §§ 3.1, 3.2].
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Una definicién alternativa del tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff se encuentra en
[TMO5] como aquel tensor II(¢, x) que para todo tiempo permite calcular las fuerzas de
cohesion entre dos subconjuntos €21 y €9 en la configuracion de referencia separados por
una superficie A, empleando la normal en ¢t =0:

/H(t, z)v(t,x)dss.
A

La demostracién de existencia de este tensor es un cambio de variables «atrés en el tiempo»
usando el desplazamiento inverso y resulta en una especie de conjugacién del tensor de
Cauchy en coordenadas espaciales:

= (det Du)& (D" u) .

Ha de observarse que aunque esto es aparentemente igual al caso de coordenadas espaciales,
aqui se trabaja siempre en la configuracién de referencia, lo que tendré por consecuencia
unas ecuaciones del movimiento mas sencillas. En particular, a partir del teorema de
conservacion del momento®

4 pu7tdx—/fdx+/audsz,
dt /g 0 r

derivando bajo el signo integral y aplicando el teorema de Gauf, queda:

/Pu,ttdSU:/fdx—i—/al/dsx:/f—i—divadx,
Q Q T Q

/ (puy—dive — f)dz=0.
)

o bien

Puesto que esta ecuaciéon se cumple también para cada subconjunto de €2, se sigue la
formulacion diferencial

puy—dive = f. (1)

Obsérvese que, al contrario que en el caso de coordenadas espaciales, las ecuaciones se
obtienen sin recurso al teorema de transporte de Reynolds” y por tanto sin término con-
vectivo (es decir: no aparece un término de la forma u - Vu representando la aceleracion
de la deformacién en funciéon de la posicion).

2.2. El potencial elastico.

Para determinar o se necesita una ley constitutiva del material. Una suposicién natural
es que las deformaciones desaparecen al hacerlo las fuerzas que las causan® y bajo ésta,
dicha ley se obtiene introduciendo el denominado potencial elastico e del material para

6. El primer término representa el cambio en el tiempo del impulso, el segundo las fuerzas de volumen en 2
y el tercero las fuerzas de superficie en 9 (aqui el exterior de 2 juega el papel de la segunda regién Q2 en los
razonamientos anteriores y A es ahora 992).

7. Teorema de Reynolds. Para una variable fisica ¢ en coordenadas Eulerianas, se cumple

% /s.z(t)go(t’z) = /s;(t)[atv(t’x) +div (p(t, 2) - u,i(t, 2))] da.

8. Se trata de materiales denominados eldsticos o sin memoria, que son de interés en ingenieria puesto que
generalmente se espera de estos un comportamiento predecible, es decir que cémo reaccionen en el futuro no debe
depender de la carga (las deformaciones) a las que han sido sometidos en el pasado. Cf. [DL76].
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modelar su capacidad de realizar el trabajo de volver a la configuracion de referencia: puede
entenderse que el proceso de deformacion «acumula energia» en el material y que esta
hara que vuelva a la configuracion de referencia una vez desaparezcan las fuerzas externas.
Partimos de la ecuacion de conservacion de la energia?

4 lp|ut\2—i-e de= [ f-usdx+ [ ov-uysds,,
dt Jo\ 2" 7 o r ’

donde el primer integrando representa el cambio en el tiempo del trabajo realizado en el
volumen €2, el segundo el trabajo realizado por las fuerzas de volumen y el tercero el reali-
zado por las de superfice. Derivando bajo el signo integral, usando (1), el teorema de Gaufs

y que g(u) =|u| = (uf + ... +u2) /= g'(u) = 7, junto con 9y 3 f(9(u) =3 f'(9(u)) g'(u) u,p
tenemos:

Q

pu-ur— (dive) - -uy+div(ocuy) dz

A(p [u¢ u g |u7t|_1-u,tt+e7t) dz = / PU L —leO’) u7tdx+/div(au7t) dz
& /qu7t-u7tt+e7tdx = /
& Ae7tdx = / —04j, Uit + (03 uj ) s do

= / —0ij, Wit + 04 iU ¢+ 035 uj e do

= /U,]u] ade.

Y de nuevo debido a que €2 puede ser arbitrario, resulta

2

2

2

2

et — 0iju; it =0. (2)

Aunque la densidad de energia en principio podria ser una funcién de t, x, u, Du, esta
ecuacion y la libertad de escoger f en (1) implican que en realidad solo lo es de z y Du.
Para ver esto desarrollemos primero (2) poniendo e=e(t,x,u, Du) y usando la regla de la
cadena:

O=e+eu; Wit + e u; ;Wi jt — Tij Ui jt

1. e no depende de t: para f =0, cualquier funcién constante u es solucion de (1).
Entonces todos los sumandos son cero salvo el primero: 0 =e ;.

2. e no depende de u: de nuevo con f =0, las funciones u=(0,...,t,...0) con sélo la i-
ésima componte distinta de cero son soluciones. En este caso desaparecen todos los
sumandos salvo ey, u; ¢ =e€ ;=0 (no hay suma) para cada .

Tenemos entonces la formula

oij(u) :em’j(x, Du) (3)

y se dice en general que un material es hiperelastico cuando el tensor de esfuerzos sola-
mente depende de la posiciéon y del gradiente de deformaciones y ademas existe una funcién
de energia e =e(z, Du) que cumple la férmula anterior.

9. Obsérvese que, como avisdbamos al principio, no estamos incluyendo en el modelo la posible contribucién
de la temperatura al balance de energias. De hecho la de ningin otro fenémeno. Por ejemplo, de incluir el campo
eléctrico la ley constitutiva incluye un tensor adicional actuando sobre éste. Cf. [DL76].
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2.3. Linealizacién.

Hasta aqui hemos desarrollado una teorfa general que ha conducido a ecuaciones no
lineales, como se ve en la expresion del tensor o dada en (3), que en principio combina
arbitrariamente las derivadas del campo de deformaciones. Podemos arreglar esto y obtener
una expresion relativamente sencilla para ¢ mediante un procedimiento de linealizaciéon
pero esto necesita suponer desplazamientos pequefios y tiene varias implicaciones tanto
fisicas como matematicas. En primer lugar implica que el modelo, aunque vélido en muchas
aplicaciones practicas, deja de servir cuando las deformaciones son grandes: a partir de
cierto punto la relacion entre esfuerzos y deformaciones deja de ser lineal y el material puede
exhibir un comportamiento plastico deforméndose irreversiblemente. En segundo lugar
surge la dificultad de probar la validez de las aproximaciones que se hacen. Los teoremas
de convergencia necesarios no son siempre adecuados o simplemente no existen y por eso se
emplean a menudo principios empiricos denominados criterios de limite de elasticidad que
indican cuando un material se acerca al punto en que deja de ser elastico (cf. [TMO05, §13.4]).

Para la linealizacion primero aproximamos la amplitud y direccién de las deformaciones:
se llama gradiente de deformaciones a la matriz diferencial de la deformaciéon y. Las
parciales OJ;y son una base del espacio tangente a y(z) de modo que cuan lejos estén de
ser una base ortonormal constituye una medida local de la deformacién. En un punto x el
desarrollo de Taylor proporciona, despreciando términos de segundo o mayor orden,

|y(z +b) —y(x)| =~ |Dy(z) b| = (b7 D y(z) Dy(x) b)"/%.
Por tanto, la matriz siguiente describe localmente la amplitud de las deformaciones:
C:=D"yDy=(I+Du)" (I+Du)

y se denomina tensor derecho de deformaciones de Cauchy-Green. Una caracteriza-
cion de los movimientos sin deformacion (o movimientos rigidos, cf. seccion A.1) se tiene
con el tensor de deformaciones de Green-St.Venant:

1 1
que es igual a cero cuando C =1 y entonces todos los sumandos se cancelan, lo que
representa una ausencia de cambio en las distancias entre puntos de .10
En este primer paso de linealizacién (geométrica) el término no lineal DT uw Du se
desprecia y se define el tensor linealizado de deformaciones, de componentes

eij(u) = % (wij + ;i) (4)

Para el segundo paso de linealizacion necesitamos una ley constitutiva lineal. Como deciamos
en la seccion 2.1, o v representa la fuerza por unidad de superfice en un punto, pero
debido a la introduccién del potencial elastico y la utilizacién de la ecuacién de con-
servacion de la energia, vemos que el tensor o depende del desplazamiento u en lugar
del punto. Esta relacién con el desplazamiento pone de manifiesto una relacién intuitiva
con la expresion elemental (lineal) de la energia potencial para un muelle unidimensional:

la ley de Hooke es F'=—kux y el trabajo realizado por un muelle es entonces [Fdz =

%awz, con a=—k. Esto se generaliza al potencial eléstico con la forma cuadratica (cf. (3))

e(sw) = 5 aizul() ealu) eig(u), (5)

10. Puesto que la matriz Q de una rotacion en un movimiento rigido es ortogonal, QT = Q! y entonces G =0.



SOBRE UN PROBLEMA DE CONTACTO EN ELASTICIDAD 7

y entonces derivando esto como en (3) se obtiene lo que se denomina ley de Hooke
(generalizada) y se expresall

0ij(u) = aijr ep(w)- (6)
El (0,4)-tensor a se denomina tensor de Hooke y aunque en principio parece contar con
d* coeficientes, muchos son iguales ya que tiene las siguientes simetrias:

Qijkl = Qjitk = Qklij- (7)

Estas simetrias no son ninguna restricciéon al modelo: en IR3 por ejemplo son necesarios en
realidad «solamente» 21 nimeros distintos en lugar de 81: puesto que € es simétrico tiene
solo 6 coeficientes y una forma cuadratica en R esta caracterizada por 21 coeficientes inde-
pendientes, de modo que ésta es la cantidad de a;;;; distintos que hacen falta.!? Obsérvese
que como consecuencia de (7) el tensor de esfuerzos en la ley de Hooke es simétrico:

Oij = Oji, (8)

aunque esta simetria también se obtiene como consecuencia del teorema de conservacion
del momento angular (cf. [TMO05]). Usando ahora (8) y ademas (6) resulta la siguiente
expresion, que sera de utilidad mas adelante:

aijri(z) ep(u) Eij(v)@aij(u) gij(v) @Uij(u) Vi, - (9)

2.4. Material is6tropo y homogéneo.

En mecénica de medios continuos la isotropia de un material se caracteriza por la
invarianza de su ley constitutiva por cambios del sistema de referencia, es decir por la inde-
pendencia de o respecto del observador:'3 para toda transformacion afin de las coordenadas
r*=a+ Qx con @ constante y ortogonal de determinante 1 ha de cumplirse

*=QoQ".
Es decir
0*=6(z* D) =Q6(z, Du) QT =Qo Q7.
Aplicando esto y el teorema 11 a (6) se obtiene
O'Z'j(u):)\diVU(SZ‘j—f—QuEZ‘j(U). (10)
Ay u se llaman coeficientes de Lamé del material y con estos el tensor de Hooke es
ikl = X 0ij Oky + 11(ik 01 + 61 Ojic)-

Dichos coeficientes pueden depender de la posicion, el tiempo o la temperatura pero gene-
ralmente se suponen constantes en una primera aproximacion.*

1 1
11. Ponemos w;j =1u; j y tenemos: o;j(u) = e w,,(Du) = awi](i arski(z) ers(w) z—:kl(u)) = 5 Arski(T) Ow,,[(wrs +
1 1
Wsr) (Wit +wik)] = 5 @rskt [(Wkt +Wik) (Ow;; Wrs + Owy; Wsr) + (Wrs + Wsr) (Ow,; Wrt + Ow,; wik)] =5 [@ijrr + agirt] (Wit +
1 1 1 1
wik) + 5 [@rsij + arsjil (Wrs +wWsr) = 7 @ijet (Wt + wik) + 7 Ggikt (Wit + wik) = 5 @yt (Wkt + Wik) = Qg €k
12. Visto de otra manera: como ¢ tiene so6lo 6 coeficientes, para calcular e hacen falta 36 ntumeros distintos,
pero ya que €;; y €5 pueden intercambiarse sin que ello afecte a la energfa, a ha de ser simétrico con respecto a
las parejas ij y kl, lo que reduce el namero a 21. Esto se aplica a un material con el minimo namero de simetrias
posible, pero se reduce hasta 3 nimeros distintos en el caso de un cristal ciibico o a dos en el caso de un material
is6tropo, como veremos en la siguiente seccién. (cf. [FLS65, §31.7])

13. Cf. [EGKI11, §5.8] y [Alt12].

14. Cf. [TMO5, §13.1]. Puede encontrarse méas informacién sobre los coeficientes de elasticidad en [TMO05, §13.2
y p.179].
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Usando (4) y (10), la ecuacion (1) es ahora por componentes

(10),(4)

fi = win—0ij5 = i — Nug kg 0ig — g (wi i+ g,65)
=uy, ji

= Uqype— AUk ki = J Ui jj — M Uj i

= i — (A p) uj i — p Aus.

O mejor:
U — pAu— (A4 p) Vdivu= f. (11)

2.5. El caso escalar.

En las secciones precedentes se ha desarrollado un modelo con un vector de deforma-
ciones en R™V. No obstante, la suposicién de pequenios desplazamientos y la consideracion
de materiales o problemas en los cuales la direccion principal de desplazamiento (aquella
ortogonal a la superficie X) es la tnica relevante, permiten remplazar la ecuacion por una
escalar. Un ejemplo tipico es la deformacion vertical de una membrana sujeta por su borde,
como en el ejemplo de la introduccién. En este contexto se desarrollan los trabajos de Diaz
[Dia80] y Diaz y Jiménez [DJ88]|, en los cuales el problema es ademés planteado para un
solido is6tropo y homogéneo y por eso es lo que supondremos aqui.

Imaginemos la situacion de la membrana en IR?. Si tinicamente acttia la fuerza de la
gravedad g = (0,0, —g) es razonable suponer que los desplazamientos ocurran sélo en la
vertical y ademés no dependan més que de la posicion de cada punto (z,y) en la membrana,
es decir, que sean u = (0,0, u(z, y)). Inmediatamente vemos que divu =0 y entonces el
sistema (11) es

Ut — W Au=g,
el cual a su vez se reduce a la ecuacion escalar
Uptt = 1 By U= g. (12)

Cabe observar que el camino que hemos seguido para llegar hasta la ecuacion (12), par-
tiendo del axioma de Cauchy, pasando por los tensores de deformaciones y esfuerzos y el
potencial elastico, para después considerar movimientos solamente verticales, es uno que
data de mediados del siglo XIX. No obstante, el problema de la membrana habia sido
estudiado mas de un siglo antes empleando técnicas del calculo de variaciones y mecanica
Lagrangiana. En el libro de Troutman,'®> §8.9, puede encontrarse un sencillo argumento
que conduce a la misma ecuacién. Se definen la energia cinética

T(u)—%/ﬂpu%dx

y la potencial elastica (debida al estiramiento lateral por unidad de area)

U(u):AT(,/1+u%+u§—1)dx—/ﬂpudx,

donde 7 es la distribucién de tensiones y p la de presion. Al lagrangiano correspondiente
T — U se aplica el principio de Hamilton: entre dos tiempos en los cuales la posiciéon de la
membrana esta dada, ésta ha de ejecutar el movimiento que hace estacionaria la integral

Au) = l () - U(u) dt

1

15. John L. Troutman, Variational calculus and optimal control, 2% ed., Springer, 1996.
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entre los movimientos admisibles
V ={ue C*([t1,ta] X Q):uj90=0,u(t1,x) y u(ts, ) dados}.

El principio de Maupertuis y una linealizacion suponiendo que u2 + “32/ < 1 conducen
finalmente a la ecuacion

(put)e— (Tuz)e — (Tuy)y=p, t=t,r€Q,

que cuando p y T son constantes es la ecuacion (12).

2.6. El problema estatico.

Modelamos igual que hasta ahora un sélido elastico, anisétropo y no homogéneo, bajo
la suposicion de desplazamientos pequenos (linealizacion respecto a u) pero consideramos
el caso limite del equilibrio, es decir u  =wu 4 =0, y buscamos soluciones no necesariamente
suaves, aunque para empezar seguimos suponiendo todas las funciones suficientemente
regulares. Como condiciones de contorno, supongamos dadas unas fuerzas de superficie
g en un subconjunto abierto Iy CT" y unos desplazamientos U en Iy =1Int (I'\I}).!” Sea A
el operador diferencial de segundo orden definido por

Au:=—div (o(u)) = —04j ;.
El problema en su versiéon clésica es el siguiente:

Problema 1. Sean f€C(Q) yU,gc C(T). Encuéntrese uc C*(Q)NC(R),

tal que
Au = f en €,
u =U en Iy, (13)
ov = g en I

2.6.1. La formulaciéon débil.

Como es habitual, buscamos un nuevo marco en el que plantear el problema 1, relajando
las condiciones sobre los datos y ampliando el espacio en el que se busca la solucién. Esto
tiene como consecuencia que los resultados generales de la seccion A.3 pueden emplearse
para demostrar que el problema estd bien planteado, es decir que tiene solucién y es
anica. Posteriormente debe comprobarse que las soluciones asi «encontradas» poseen las
propiedades de regularidad que cabe esperar de soluciones con significado fisico.!8

Definimos la forma bilineal correspondiente al trabajo (recuérdese que la energia ciné-
tica es cero) asi:

a(u,v) :—/e(Du;Dv) dx(—S)/ aijri(z) er(u) 45(v) de,
Q Q
e integrando por partes resulta

a(u,v) @ /Uijw,jdx
Q

= /Uijviujdsx—/aijdvidx
T Q

= /Jijviujdsx—i—/(Au)ividx. (14)
T Q

16. Recuérdese que estudiamos el caso estatico asi que no hay condiciones iniciales que considerar.

17. Elegimos de este modo Iy y I'y por consistencia con las condiciones necesarias para el teorema de regularidad
de las soluciones que damos en la secciéon 3.3.3.

18. Esto ultimo es una tarea complicada que depende mucho de la regularidad del dominio y que se sale de lo
abarcable en este trabajo. Para el caso de bordes suaves como los que consideramos puede consultarse [Eval0, §6.3].
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Empezamos suponiendo todos los datos suficientemente suaves y multiplicamos la primera
ecuacion de (13) por v —u, siendo v una funciéon v € C%(2) tal que v="U en I};. Obtenemos

/QAu-(v—u)dx—Af-(v—u)dx

y substituyendo esto en (14) resulta, usando las condiciones de contorno del problema:

a(u,v—u) = /Fa(v—u)-udsgg—k/ﬁ(v—u)dx
- /Fg (0 —u) dsa + /ay (0 —u) dsa + /f v—u)dz
:/ (v —u) dsy + /f v — )

F(v)::/rg-vdsa;—f—/ﬂf-vdx

y entonces una soluciéon u del problema 1, que vale U en Iy, cumple

Definimos

a(u,v—u)=F(v—u), paratodoveV:={v=U enIy}.

Si suponemos u,v € HY(Q), f € LA(I'), g H~Y/*T) e interpretamos las integrales en el
borde en el sentido de la traza, la aplicacion F: V — R asi definida es una forma lineal y
continua, ya que es

[F()] < [{g,v)r2m)| +1(f, v)r2@)
2 2

< lgllzer ||T|| [0 l172() + 11 122 1011720

2
< cllolly.
Puesto que pretendemos que toda solucion suficientemente suave al nuevo problema, todavia
por formular con precisién, sea a su vez solucién clésica, hemos de asegurarnos de que
esta cumpla todas las condiciones de contorno. Veremos que la tnica que es necesario
imponer, es decir, que no es natural con el planteamiento dado, es v=U en Iy, asi que
llamamos entonces movimientos admisibles al subespacio afin

V:={ve HY(Q):v=U en I} en el sentido de la traza}.

Obsérvese que para que exista alguna v=U en Iy ha de ser U € H 1/ 2(F), debido a la sobre-
yectividad del operador traza (cf. seccion A.2). Con todo esto llegamos a la formulacion
siguiente:1?

Problema 2. Sean f e L%(Q),ge H™Y*T),U e HY*T) y sea V:={ve
HYQ):v=U en Iy}. Encuéntrese u€V tal que

a(u,v—u)=F(v—u), paratodoveV.
Equivalentemente, minimicese en V el funcional de la energia potencial:

I(w) :%a(u,u) _ F(u).

2.6.2. Existencia y unicidad de solucién.

19. Cf. |DL76, §III.3.2, p.110| para un comentario sobre el espacio que se toma para g.
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La equivalencia en el problema 2 es la dada por el corolario 18 en A.3 y la existencia
y unicidad de solucién son consecuencia del lema 20, pero para aplicar estos resultados es
necesario demostrar primero la coercitividad de a. Esto lo hacemos mediante el teorema 31
tras modificar el problema para que sea en el espacio vectorial Vo= {ve H(Q):v=0en Iy}
alli dado en lugar del afin que tenemos ahora. Para ello fijamos ¢ € V', es decir tal que
p=U en [y y entonces V = ¢+ V. Ahora,

existe u € V' tal que a(u,v —u)=F(v—u), para todoveV
si y soblo si
existe u € V' tal que a(u,vg) = F(vg), para todo vg € Vp,

ya que v —u=1vg € Vp y esta diferencia recorre todo Vj si y so6lo si v recorre todo V. Pero

sabemos que existe ug € Vp tal que u= ¢ + ug y substituyendo en la expresion anterior
entonces el problema 2 es equivalente a encontrar ug € Vj tal que

a(ug, vo) = F(vo) — a(p,vp), para todo vy € Vp,
y puede aplicarse el teorema 31, seguido del lema 20.

2.6.3. Equivalencia para soluciones suaves.

A partir de las ecuaciones (13) y usando ambas condiciones de contorno, hemos obtenido
el problema 2. Para ver que, reciprocamente, esta formulaciéon implica la original, es decir
(13), supongamos que u € V es la solucion y sea ¢ € C5°(€2). Entonces v:i=u+p€V'y

Iy

a(u,v—u)—/Uijgoiujdsx—/Uij,jgoidx—/giapidsx—i—/figoidx—F(v—u).
r Q Q
———

—_———
=0 0

Asi que [,(—0ij,j— fi) pide =0, y dado que ¢ era arbitraria,
(Au)l =—045,;= fl', en ().

Por otro lado, tomando ¢ € C*°(€2) tal que ¢, =0, de nuevo v:=u+ ¢ estd en V' y
aplicando lo que acabamos de averiguar resulta

/Uij%‘ vj dsx_/ i pi de:>/ (0ijvj — gi) pidsz =0,
Fg Pq 1—}]
y de nuevo gracias a que ¢ era arbitraria,

0ijVj = gi, €Nl Fg.

La condicién que falta es precisamente la que hemos incluido en el espacio V', asi que estan
todas y vemos que el problema 2 implica el 1.
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3. EL PROBLEMA DE SIGNORINI

En la seccion precedente hemos estudiado el problema de las deformaciones de un sélido
sujeto a unas condiciones de contorno mixtas pero en dominios prestablecidos. Es una
situacion factible por ejemplo en el estudio de una barra anclada lateralemente a una pared
y sin contacto con ningin otro cuerpo en el resto de su superficie: las fuerzas externas la
deformaran sin cambiar la zona de contacto y las condiciones de contorno no variaran en
el equilibrio.

No es este el caso sin embargo cuando la zona de contacto puede variar: si dejamos
reposar una pelota sobre una superficie rigida, no sabremos a priori déonde ésta entrara
en contacto exactamente con su soporte. Esto presenta una mayor dificultad por varias
razones. Por un lado es méas complicado encontrar unas condiciones de contorno adecuadas:
nosotros emplearemos argumentos geométricos y aproximados para modelar la condicién
de que el solido no ha de penetrar la superficie. Por otro lado, estas condiciones se pre-
sentaran en forma de desigualdades, que al trasladarse a una formulacién débil resultan
en una inecuacion variacional en un subconjunto convexo de cierto espacio funcional.
La investigacién sobre la existencia y unicidad de solucién a este nuevo problema ha de
realizarse por un camino algo diferente puesto que el teorema de representacion de Riesz
(en el caso simétrico) o el lema de Lax-Milgram ya no son suficientes.

3.1. Ecuaciones.

Consideramos un so6lido elastico anisétropo y no homogéneo S a una temperatura
constante que ocupa en su posicién de reposo una region abierta y acotada Q2 C RY. Se
supone que tal posicién existe y estd definida por un tensor de esfuerzos idénticamente
nulo. Ademés € tiene una frontera I' := 9Q = 99 debidamente suave, por ejemplo de
clase C'! y orientable.?Y Este cuerpo reposa sobre una superficie ¥ sin rozamiento y sera
sujeto a fuerzas de volumen f € Cy(Q2) y de superficie g € Cy(T,) (e.d. ambas continuas y
acotadas), siendo Iy la parte de I' que no estd en contacto con ¥. Designaremos mediante
Is el complementario de I, la regién donde puede producirse contacto. Noétese que ambas
son desconocidas a priori asi como que no habra desplazamientos entre las condiciones de
contorno.?!

L

Figura 5. El problema de Signorini.

20. La regularidad de €2 y su borde pueden reducirse a que €2 cumpla la condicién del cono y que 952 pueda
descomponerse en una cantidad finita de (N —1)-celdas de clase C*° (cf. [Fic70] y [DL76, §III.3.3, nota al teorema
3.1]). No obstante, en este trabajo elegimos por comodidad la clase C'.

21. Es decir, que en la notacién de 2.6: I'y = 0.
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Se buscan el campo vectorial u en {2 de desplazamientos con respecto a la configuracion
de referencia y el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchhoff o, determinado por la ley de Hooke
generalizada (6) donde los coeficientes del tensor de Hooke a;ji; son acotados y continuos
en €) y los de una forma bilineal simétrica eliptica: existe cg > 0 tal que para toda matriz
simétrica £ y casi todo x € 22

aijri () &ij €kl = co &ij &ij-
Como vimos, este tensor surge en la expresion del potencial elastico e dependiente del
material y funcion de la posicion y el tensor de deformaciones linealizado €;;(u) = % (us,j+
uj,i), cf. (3). Para un material no homogéneo y anisétropo bajo la suposicion de pequenas
deformaciones respecto al tamafio del cuerpo, se toma el potencial elastico (5) (cf. [Fic66]),
y éste resulta en el tensor de Hooke a;ji;. Este tensor tiene las simetrias (7).
Con todo lo anterior, las ecuaciones del equilibrio en el problema linealizado?3 son
“oi — Jien i (15)
oijV; = @gi €n Fg.
donde v es la normal exterior a €2 en cada punto. En I} las condiciones son lo que Signo-

rini denominé condictones de contorno ambiguas puesto que el desconocimiento acerca de
dénde se produce contacto se expresa como dos conjuntos de condiciones posibles:2*

u;v; = 0, u; v < 0,
o ViVy < 0, o bien OijViVj = 0,
V03 Tj = 0, ViOijTj = 0.

Para evitar situaciones degeneradas simples e imposibles fisicamente, imponemos f # 0
y g# 0. De lo contrario u = constante es solucién, lo cual es absurdo porque significa
que el objeto puede traspasar el obstaculo. Obsérvese que en cambio © =0 no es nunca
solucion debido a las condiciones de contorno mutuamente excluyentes. Puede plantearse
la pregunta de si esto es deseable, por ejemplo si queremos incluir objetos rigidos en el
modelo. Por eso, de manera algo mas general (ahora u =0 es solucion), se plantean las
siguientes condiciones alternativas:

u, < 0
oyuy, = 0
=0
0

u (16)

oy <

)

donde el escalar o,:=v'ov=1; o;jvj es la tensién normal, el vector 0" :=ov — 0o,V

es la tension tangencial y el escalar u, :=u; v; es el desplazamiento normal.?> La
condicién o” =0 modela la ausencia de rozamiento y por tanto de tensiéon tangencial. En el
primer grupo de condiciones se tiene un desplazamiento normal nulo o contacto (u;v;=0)
y una reaccion de la superficie sobre el cuerpo de tipo inicamente normal, ya que no existe
rozamiento. El segundo grupo de condiciones corresponde a una ausencia de contacto
(u;v;<0) y por tanto de reaccion de la superficie. Ambos grupos de condiciones se retinen
en uno solo mediante la condicién o, u, =0.

22. a es un tensor de orden cuatro acotado, simétrico y definido positivo.

23. Obsérvese que aunque las condiciones de contorno son no lineales la linealizacién respecto a los desplaza-
mientos simplifica aun asi el problema en el interior.

24. Hoy en dia estas condiciones se denominan de tipo Signorini y son unas de las muchas que dan lugar a
problemas de contorno libre.

25. Se define también el desplazamiento tangencial u” :=u — u”v. Obsérvese ademas que claramente o7 asi
definido es un vector tangente al borde, puesto que 6" -v=0v-v —c*v-v=0" — 0¥ =0.
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3.2. Deducciéon de las condiciones de contorno.

De las condiciones (16), la primera representa el requisito esencial de «no penetraciony
y es la mas complicada de deducir. Para obtenerla (en el caso particular de IR?) aprove-
charemos la condicién de los «desplazamientos pequenosy» y la proximidad de I' y 3 cerca
de la zona de posible contacto Iy: puede mostrarse que esta tltima implica que ambas
superficies son aproximadamente paralelas (es decir que difieren en términos de orden como
minimo dos) y que localmente las normales tienen misma direcciéon y sentido contrario,
como en la figura 6. Giramos ademas el sistema de coordenadas en R? de modo que la
direccion de la normal sea la de la tercera componente: v(z1, x2, x3) = (21, z2, —1) /||V]|,

rely vy, y2,¥3) = (y1, 92, 1) /v, y €X.

Figura 6. Proximidad de ¥ y I%.

Puesto que suponemos que ¥ es una variedad suave, existe una representacion local de
ésta en torno a un y° € ¥ fijo como un conjunto {y € R3: F}(y) =0}, con una F1: R3 — R de
modo que por el teorema de la funcién implicita podemos asegurar que existen un entorno
Uy de (4%, y3)en R? y una funcion ¢y: Uy — R tales que Fi(y1, y2, ¢y(y1, y2)) =0 en U,.
Esta funcion es la «altura» de un punto (yi, y2) en el sistema de coordenadas rotado que
hemos escogido.

Proyectemos ahora paralelamente a la tercera coordenada el trozo de Y correspondiente
a este entorno U, sobre I', mediante una aplicacion 7 y sea z%:=m(y°) € I'. En torno
a este punto encontramos como antes una representacién implicita de la variedad y un
entorno U, C R2. Definimos U :=U,N U, #0. En este conjunto, la funcion d(&1, §2) := ¢2(&1,
&) — dy(&1, &2) representa la distancia entre ambas superficies, asi que ha de ser d > 0. Pero
esto no es una condicién sobre los desplazamientos. En U ha de ocurrir que la altura «en
I'» de un punto (&1, &2) no supere tras el desplazamiento la altura de dicho punto «en X»,
es decir: para un punto x = (&1, &2, ¢z(&1, &2)) €T y siendo u(x) = (ug, ug, us),

(&1, &2) +uz > dy(&1 + w1, L2+ uo).

Suponiendo que X es suficientemente suave, podemos aproximar el lado derecho mediante
su desarrollo de Taylor y obtener

Gx(&1, §2) +us > dy(&1, &2) + Vo (&1, &2) - (ua, ug),
que tras una reordenacién es
u- (O1y, O2y, —1) <d(&1, €2)-

Si normalizamos esto y remplazamos la normal en ¥ por la normal en I' tal como avisé-
bamos al principio obtenemos precisamente

ngci.
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Ahora bien, igual que vimos en la seccién 2.6.2 es posible cambiar la funcién d por 0 y
obtener un problema equivalente. Demostramos esto tras enunciar la formulaciéon débil en
el problema 3.

Es importante senalar que con este procedimiento hemos ignorado los posibles despla-
zamientos tangenciales y por tanto no se excluye autométicamente la posibilidad de que
I" penetre en X debido a estos.

El resto de las condiciones son intuitivamente algo mas claras: por un lado las fuerzas de
cohesién no han de tener mas componente que la normal, es decir que la tensién tangencial
ha de ser nula. Por otro, s6lo debe haber tension normal si hay contacto, es decir o151 #0
so6lo si u; v;=0. Por tltimo, la tensién normal s6lo puede ocurrir «hacia adentro» del sélido,
es decir 0,7 < 0.

3.3. La formulacién débil.
Sea v una funcién en V :={v € C?(Q):v; ;<0 en I3 }. Multiplicando la primera ecuacién
de (15) por v — u e integrando por partes usando la condiciéon de contorno en Iy obtenemos:

/Jij(v—u)m-dx = /fi(v—u)idx—i—/aijyj(v—u)idsx
Q Q I

= /fi(v—u)idx—i—/gi(v—u)idsx
Q T,
—f—/aijuj (v—u);ds,.
I

A partir de la expresion de la tension tangencial o] = 0;;v; — 0, v, podemos descomponer
el vector de componentes o;;; y substituir en el tercer integrando:

oijvi(v—u)i = (o] +o,vi) (v—u);

.
= o] (v—u)i+0o,Vv;— opV;u;

y aplicando las condiciones (16) tenemos que el primero y tercer sumandos son nulos y el

segundo es positivo porque v € V= v;v; <0 y ademas o, <0. La tercera integral es por
tanto positiva y llegamos a la desigualdad

/Uz‘j(v—u)z‘,jdx > /fi(v_u)idl"f‘/g(v—u)idsx.
Q (9] Fg

Ahora podemos relajar las condiciones de regularidad de partida y la desigualdad sigue
teniendo sentido. Ponemos como antes

a(u,v —u) :/ oij (v—u); ;dz
Q

F(U—u):/fi(vi—ui)dx—f—/ gi (Vi — u;) dsg,
Q Iy
y tenemos el siguiente enunciado:

Problema 3. (Fichera, 1964) Sean f € L*(2), g€ L*(T})). Encuéntrese u €
Vi={ve HY(Q):v;1; <0 en I3} tal que para todo veV

a(u,v—u) = F(v—u). (17)

Esta desigualdad es anéloga a la igualdad enunciada en la seccién 2.6, pero ahora no
es posible aplicar facilmente el teorema 19 debido a que la forma bilineal (14) asociada al
potencial elastico no es V-eliptica porque no hay desplazamientos prefijados en el borde.
En 3.3.2 vemos cémo se resuelve esto.
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En la seccién 3.2 anuncidbamos que no supone una pérdida de generalidad tomar
d(z) =0, es decir Vp:={ve H'(Q):v;1; <0 en I}} en lugar de Vj:={ve H'(Q):v;1;<d
en I;}. Para ver esto observemos que si tenemos uq € V; tal que a(ug, vg — uq) = F (vqg — uq)
para toda vy € V, entonces a(ugq, vo) = F(vp) para toda vg € Vp ya que V= ¢q+ Vp para un
wa € Vg fijo y en particular para pg=1u4. Es decir vq—uq con vg € V5 arbitraria recorre todo
V0. Entonces ug puede descomponerse como ug= @q+ ug y €l problema de encontrar ug € Vj
tal que a(ug, vo) = F(vo) — a(pd, vo) para toda vp € 1 es equivalente al problema en V.

3.3.1. Equivalencia para soluciones suaves.

Igual que hicimos en la seccién 2.6.3 demostramos a continuacién que toda solucion
suficientemente regular del problema 3 verifica las condiciones (15) y (16). La técnica es
la misma: sumar y restar a una soluciéon funciones adecuadas. Supongamos por tanto que
u es una solucion de clase C2(Q)NC(Q), que fFeCP(Q) y g€ CH(T) y sea p € CF(Q).
Entonces v:i=ut+pestaen Vy

a(u,v—u):/aijgoiujdsx—/Jijd-goidx}/gicpidsx+/figoid$:F(v—u). (18)
r Q T, Q

Por la eleccion de ¢, a cada lado de la desigualdad el primer integrando es nulo, asi que
fol 0l =035, — fi] pidz >0 y repitiendo lo mismo para —¢ resulta la primera de las ecuaciones

(15):

—045,5 = fz‘, en §).

Substituyendo esto en (18) tenemos

/Uij%vjdsz>/9i<ﬂidsx
r T,

y esto se cumple siempre que v =u + @ esté en V', pero para concluir algo hemos de escoger
de otro modo el espacio donde ¢ se encuentra. Basta con tomar ¢ € C§°(I}): llamamos
de nuevo ¢ a una extension diferenciable de ¢ a un abierto de R y entonces v+ ¢ € V
porque en Iy se cumple (u+ @) -v=u-v+0<0. Tenemos entonces fr oijVj — 9] pidsz=0

para toda ¢ € C§°(Iy) y en consecuencia la segunda de las ecuaciones (15):
oijVj = gi, en L.

De nuevo incorporamos esto en (18) y tenemos la desigualdad

/ 0ijVjpids; > 0.
La orientabilidad de I' implica que la normal v esta bien definida y es continua, asi que
podemos escoger ¢ € Cy(Ts) tal que ¢-v=0 en I}. Las funciones v =u =+ ¢ siguen estando
en V y poniendo +¢ en la desigualdad anterior llegamos a una igualdad. Si descomponemos
0;jVj en sus componentes tangencial y normal esta es

O:/ (o] +o,1%) cpidsx:/ (U;cpi—i—ayyigoi)dsa;:/chpidsx
Fs Fs FS

y si tomamos como ¢ precisamente la restricciéon J‘}S conseguimos la dltima de las condi-
ciones (16):

0—/Ufgoidsz—/(JZ)stz:NIT—O en I.
L I
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Una vez més anadimos este resultado junto a los anteriores en (18), pero tomamos ¢ € V
cualquiera y v=u+ ¢ y ya soélo queda

/ o,V p;ds, 2 0.
s

Como v, =v;1; <0 es arbitrario, solo puede ser g, <0. Y si tomamos ¢ =wu, como los datos
f, g pueden elegirse libremente concluimos o, u, =0.

3.3.2. Existencia y unicidad de solucién.

Como vemos y como se discute en la secciéon A.4 el problema para demostrar la elipti-
cidad de la forma bilineal y poder aplicar los resultados de A.3 reside en que ahora no hay
condiciones de contorno de tipo Dirichlet (i.e. en la notacion de 2.6: Ty =0) que excluyan
los movimientos rigidos, sobre los cuales a es invariante. Una solucién a esta dificultad pasa
por excluirlos cocientando por ellos y aplicando la desigualdad de Korn. Esto es el contenido
del teorema 32: pasando al cociente V := H'(Q2) /R alli definido se obtiene la desigualdad
(17) para elementos de V. Pero esta solucion no sirve en el problema de Signorini porque
no podemos ignorar las traslaciones si importa la posicién respecto a un obstaculo. Es por
esto que es necesario un teorema de existencia especifico.

Del hecho de que a(p, p) =0 para todo p € VNR se sigue immediatamente que una
condicion necesaria para tener (17) en V' es que ha de cumplirse

/fiﬂidﬂﬂ-i—/giﬂidsxé(). (19)
0 I,

Pero hace falta fortalecer esta condicion de compatibilidad para obtener un teorema de
existencia: diremos que (19) se cumple en el sentido fuerte si se da la igualdad si y sélo si
el movimiento p es bilateral, esto es, si p€ VNR <= —p &V NR. Entonces tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 1. (Fichera, 1964) Sea e(x,€) una funcion continua y convexa en € para cada x
y sean f € L*(Q), g€ L3 (Ty) y Ke={uec HY(Q):e(z,e(u)) € LY(Q)}. Entonces VC K, y
si existe una constante \g positiva tal que e(x,€) > Aoeijeij, y la condicion (19) se cumple
en el sentido fuerte, entonces el funcional siguiente tiene un minimo absoluto en V:

I(u)i= /Q e e(u)) da — /Q fiugdz — /F gitids. (20)

Como ya dijimos, el primer término a la derecha de (20) es el correspondiente a la
energia total del sistema, ya que al estar en equilibrio no hay energfa cinética, el segundo
es el trabajo realizado por las fuerzas externas y el tercero por las fuerzas de superficie.

3.3.3. Regularidad de la solucién.

Como cabe esperar, la regularidad de la solucion es afectada por la zona en la que se
puede producir contacto. De hecho es la frontera entre Iy y I’y quien presenta una difi-
cultad. El siguiente resultado asegura regularidad como en un problema eliptico habitual
de segundo orden en H', salvo en la interfaz entre estas regiones del borde.

Teorema 2. (Kinderlehrer [ Kin81]) Sea u la solucion al problema 3 con datos f € L*(2),
g€ HYXT) y sea Qs:= {x € Q:dist(z, 0T, UdTy) > }. Entonces

u € H*(s) para todo § >0

y las condiciones de contorno (16) son vdlidas en Iy UT;. En particular, para N =3, la
solucion estd en COY2(Q5) N WH6(Qy5).
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Figura 7. Regularidad de la solucién cerca del borde.

3.4. El caso escalar.

En el caso vectorial, la imposicién de que el sélido no traspase Y se ha modelado
mediante una condicién sobre el desplazamiento normal: los movimientos admisibles son
aquellos que cumplen u; v; <d=0. En el caso unidimensional esta condicién es en realidad
u < d si suponemos que el obstaculo se encuentra completamente de un lado del sélido,
pero en lugar de una funcién de distancia d tomaremos una @E representando el obstaculo y
diremos que la solucién no penetra si queda por encima de v, es decir si = + u(x) > @E(x)
Definiendo () = ¢(z) — « la condicion queda u > 1p.

Por otra parte, suponiendo homogeneidad las condiciones sobre el tensor ¢ también
se simplifican y la ecuacion se reduce a (12), pero anadiremos un término lineal «u con
a > 0. Puede darsele cierto significado fisico al término o u si se reescribe la ecuacién como
—Au=f —awu y se piensa que se trata de una fuerza elastica adicional, directamente
proporcional a la elongaciéon del material. Es necesaria una elecciéon de « positivo para
garantizar con nuestras herramientas la unicidad de solucién al problema —Au+au= f
con condiciones de tipo Neumann que planteamos méas abajo. Si elegimos a =0 (caso
semi-coercitivo) hemos de imponer una condicién de compatibilidad a los datos para tener
unicidad de solucién o bien pasar al espacio cociente H!(2) /IR tal y como se hace en el
teorema 32 y no podemos hacer ahora porque los movimientos rigidos importan.

Usaremos el siguiente concepto: se dice de una aplicacion f: R — P(IR) que es un grafo
maximal monétono (no decreciente) si cumple:

1. (x—y)(a—b) >0 para todos z € f(a) e y € 3(b) (monotonia).

2. Si B:R—P(R) es otra aplicacién que cumple la condicién anterior y ademas 3 (a)C
B(a) para todo a € R, entonces 5= (mazimalidad).

Aunque nosotros soélo la empleamos para enunciar el problema, esta idea juega un papel
central en la literatura y por eso es digna de mencion (cf. por ejemplo [Bré72]). Con todo
lo anterior el problema se reformula como sigue:

Problema 4. Encuéntrese u € C%(Q) tal que

{ “Aut+au = f en €2, (21)

—dyu+g € Bu—1) sobreT,
donde 3 es el grafo mazimal mondtono (no decreciente en u) de R? dado por

B(s)=0 si s<0,
B(s)=(=00,0] si s=0,
B(s)=0 si s>0.
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La condicién empleando el grafo se traduce en las siguientes condiciones para la ecuaciéon
escalar, que corresponden claramente a la primera, segunda y cuarta respectivamente de

(16):
uztp, (=Ou+g)(u—9)=0 y Guzxyg.

La formulacién débil del problema, es:

Problema 5. Sea Q un abierto acotado de RN con frontera C'. Dados
YeHY(I),ge HV2(), f e LAQ) y a>0, encuéntrese uc HY(Q) tal que

u€Ky:={ve H(Q):v =1 en '}, (22)

y para todo v € Ky, se cumpla
/VuV(v—u)dx—l—a/u(v—u)de/f(v—u)dx—i—(g,v—u)H1/2(F)dsx.
Q Q Q

A partir de un resultado de Brézis [Bré72, Teorema 1.10]|, que asegura que la solucion
de este problema esta en H2(Q) cuando f € L?(Q)) y g, % son cero, se deduce la misma
regularidad para ¢ € H3/ MygeH 1/ 2(I") generales. Conviene observar que la condicion
a >0 es esencial para garantizar esta regularidad, como muestra un ejemplo clésico que
puede verse por ejemplo en [Kin81, p. 617].
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4. ESTIMACIONES DE LA REGION DE COINCIDENCIA

De especial importancia en el problema de Signorini es la determinaciéon de la zona de la
frontera en la cual puede producirse contacto. Puesto que se trata de un aspecto geométrico
del problema, este estudio depende en gran medida del nimero de dimensiones en el que
se mueve u.

4.1. El caso vectorial.

Con la formulacién del problema 3, denominamos regiéon de coincidencia al conjunto
I, de los puntos que sufren un desplazamiento normal igual al «salto» d entre T, y X
(recuérdese que estamos trabajando con el problema equivalente d= 0):

I, :={z eTsu(z) v(z)=0}. (23)

Segun el teorema 2, las condiciones de contorno (16) son validas en todo I' salvo posi-
blemente los puntos de JI, pero al menos en I, C Iy sabemos que la tensiéon normal es
o, :=0;;v 17 <0. El mismo teorema implica que o, € L% (T\OT}) y el siguiente afirma que
o, € L}(Ty), aunque en general no es cierto que o, € L?(T}).26

Lema 3. (Kinderlehrer [ Kin81, Theorem 5.1]) Sea w una solucion del problema 3. Entonces
o, € LYTy) y para toda ¢ € CY(Q) se cumple:

au0) = Fo) = [

opp-vds, = / oy -vds,.
Iy I,

Demostracion. Obsérvese que la segunda igualdad es consecuencia de la condicion de
contorno u, 0, =0 en Iy, puesto que en I \I, es u, # 0. Para la otra igualdad

a(u,ap)—F(gp)—/oygo-udsz para ¢ € C1(Q) (24)

s

tomamos primero ¢ € C(©2) de modo que sea cero en un r-entorno de 9Ty en Q y elegimos
§ <r para que u € H?(s), por el teorema 2. Podemos obtener (24) integrando por partes

en a(u, ¢):
a(u, ) —F(p) = /Gz‘j%,jdx—/ fz‘ﬁpz‘dﬂﬂ—/gz‘%dsx
Qs Qs Ty
= / (—0ij,j— fi) pidx
Qs

+/ (—Jijyj—gi) gOidSz-i-/ Uijljj(pl'dsx
Iy M\Iy

= /Uz‘jvj%dsx
T

= /Jl,gwydsa;, (25)
T

donde en la tercera igualdad hemos utilizado que u es solucién y en la siguiente hemos
multiplicado por v-v=1.

26. Cf. [Kin81], ejemplos de las secciones §2 y §6.
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Para dar el paso a funciones ¢ arbitrarias demostramos primero que o, € L(T}),
empleando un argumento tipico de «truncado»: sea ahora ¢ € C*(€2) con ¢ = v sobre
todo I'. Para 0 <r < 1, sea 1" una funcion escalar y Lipschitz en R tal que

"(z) = 1, si dist(z,0ls) =27,
T= 0, si dist(z, 9L) <,
asi como

0<n" <1, |V'|<K/r y n-<m,para p<r.

Dado que 0T} es una variedad compacta de dimension N — 2, se tiene

2
/ V" |2de < =5 med{z e RN:r <dist(z, 8T;) <21}
RN

para ciertas constantes C'y Cy. Si tomamos = (n" en (24), esta funcién es de nuevo cero
en un r-entorno de 9T y podemos repetir la cuenta inicial:

au, ™) — F(Co) /Q oGty dz + /Q o1 Gy da — F (57 ()

= / 1" o, dsg,
T

donde hemos usado que ( =v en I'. Para la primera integral usamos que ( es acotada en
el compacto Q y que V", Vu € L%(Q): poniendo Q' =supp V7" N2, con la desigualdad de
Holder y la cota sobre |Vn"| tenemos

‘/mﬁmf}dx < /\Uz‘ijf}\dx
Q Qf

< CIVarlizn [[Vullze@n
< OVl

y esta iltima norma tiende a cero cuando r — 0. Para la segunda integral tenemos en
cuenta que " 1 en casi todo punto, asi que por el teorema de la convergencia dominada
fﬂaij Gi,;jn"dez — fﬂaij Gi,jdr <oo. En la tercera integral usamos que o, <0 en I, asi que
—n" o, crece a —og, en I; cuando 7 — 0 y aplicamos el teorema de la convergencia mono6tona

para deducir o, € L'(T}) y
/Uz‘jCz‘,deU—F(C):/UVdSI'
Q s

Para o € C'() arbitraria, (24) es consecuencia del teorema de la convergencia dominada
y el argumento anterior, utilizando que o, € L'(T}): multiplicamos ¢ por 1" y podemos
aplicar (25) de nuevo y terminar igual.

Ahora podemos acotar |0, 01" v| < |o,|max|¢-v| € L} (Ty) y como o,0on" v — 0,0V
en casi todo punto de I}, se aplica el teorema de la convergencia dominada. O

Teorema 4. (Kinderlehrer [Kin81]) Equilibrio de fuerzas. Sea u una solucion del pro-
blema 3. Entonces para todo movimiento rigido p se cumple:

/Jyp-udsz—i—F(p)—O,
L,
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y el conjunto I, tiene medida (N — 1)-dimensional positiva.

Demostracion. Para cualquier movimiento rigido p se cumple a(u, p) =0 asi que debido
al lema 3 se cumple la igualdad del enunciado. Por otra parte, vimos en (19) que una
condicion necesaria para la existencia de solucién es F'(p) <0 para todo movimiento rigido
y admisible, y entonces

/pr-udsz——F(p) > 0.
L,

Por lo tanto I, no puede tener medida nula. O

Tenemos dos lecturas inmediatas de este teorema:

e Laigualdad representa el hecho de que el trabajo realizado por la suma de las fuerzas
exteriores es igual al realizado por la reacciéon normal en la regiéon de coincidencia.

e Segun el modelo, el cuerpo deformado y en equilibrio no puede ser sostenido sobre la
superficie ¥ inicamente por esfuerzos a lo largo de una variedad N — 2 dimensional
(por ejemplo el borde de T) o entonces I, estaria contenido en su interior que tiene
medida nula.

4.2. El caso escalar.
En las condiciones de la seccién 3.4 denominamos regiéon de coincidencia al conjunto

Iy:={x eT:u(x)=1(z), en el sentido de la traza}. (26)

En [Dia80] se obtienen estimaciones para la region de coincidencia (26) en el caso g=0y
1) =0 empleando una técnica de comparacion de soluciones: se construye una supersolucion
local que acota la solucién por arriba y se anula en un conjunto adecuado. Las cotas estan
basadas en la distancia al conjunto donde las fuerzas de volumen son mayores en magnitud
que un §. En concreto se demuestra el teorema 6 tras definir los conjuntos

S(f,0):={zeQ: f(x)<—0} con § >0
y la funcion
&(wo, Tp) :=inf {cos(v(z),z —x¢):z €I} con zpel y [ CT.
El proposito del conjunto S( f,d) es asegurar que la region de coincidencia no sea vacia: si se
acepta como dato f =k constante, entonces u=Fk /« es solucion e Iy=(). Por otra parte, la

funcion ¢(xo, 1) mide la «convexidad respecto al punto» xy del subconjunto I en el sentido
de que es no negativa si la envolvente convexa de |J, er, TT0 esté «del mismo lado» de Ij.

Necesitamos el siguiente lema de comparacion (para la existencia de soluciones en
H?(Q) véanse los resultados de regularidad en [Bré72, §1.2.2]):

Lema 5. Sean f1 < fo€ L3(Q) y u1,us € H3(Q) funciones escalares tales que

—Aui+aui=fi = f; en €,
Oyur < Oyus en I,
ur < up en Ly,

donde I, W, =T y I, puede ser vacio. Entonces uy < uz en casi todo punto de €.
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Demostracion. Sea wt = (u; — u2)™, la parte positiva de w :=uj — ug € H*(2). Por el
teorema 36 esto es una funciéon de H'(Q) que suponemos distinta de cero o no hay nada
que hacer. Entonces —Aw +aw = fi; — fo <0 y multiplicando esta inecuacion por w* e
integrando por partes resulta:

0 > —/ Aww*dx—i—a/ww*dx
Q Q

= —/ w+Vdes$+/Vw-Vw+d$+a/ww+d9:,
o0 Q Q

y como el segundo sumando es no negativo y el ultimo estrictamente positivo, el primero
ha de ser estrictamente positivo:27

/“(ul—lmy*@%ul—éhuﬂdsx>0. (27)
o0

Ahora bien, por hipétesis se cumple en 92 que

= 0 en [
+ us
(u1 UQ) (ayul — GVuQ) { < 0 en Fy,
asi que el integrando de (27) es no positivo lo cual es una contradiccion. O

Teorema 6. (Diaz [Dia80]) Sea xo €T de modo que existan Ryp>0 y 0 >0 tales que
B(xog, Ro)NQCS(f,8) y ¢(x0,Tp) =0, con Iy:=INB(xg, Ro).

Entonces si una solucion u del problema 5 estd acotada por una constante M sobre S(f,0)
se tiene que u(x) =0 en I :=T'NB(xo, R1), siendo

1/2
2MN
R12:R0—<T> .

Demostracion. Fijado un zg €I cumpliendo las condiciones definimos una funcién auxiliar
ug denominada supersolucion local mediante

_J h(lzr—x0| —R1) si |z —zo|>FRa
UZ(SU)'_{ 0 si |z—xo|<Ry’

donde h(r):=¢672(2 N)~1. Nuestro propésito es aplicar el lema 5 a las funciones u y ug en
el conjunto D := B(xg, Ry) N2. Sea fo:=—Aus+auz en D. Tenemos, si |z — xo| > Ri:

0 0\2
Ti— Xj 1 T — x;
8ii Ug(ﬂf) :h”(|$ _x0| _Rl) |gj _$0| +h/(|fL‘ _x0| _Rl) < |CL‘ —330| - (|gj _$0|)3 )7
de donde
5 N-1 ¢ R
AW(@—TWN('””—%"R”m—z—v(l”’ ! —|x—x0\)<5'

Como por construccion es ug >0 en D se sigue:

—Aug+aus=: fo=—-06=f.

27. Para la no negatividad del segundo sumando, obsérvese que, en general, del hecho de que (w™,wt)2=0
se sigue (w,wt)pz2= (wt, wt)2>0.
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Figura 8. Teorema 6.

Sea ahora 0D =01 DW 02D con 01D :=0D — 02y 02D :=0D N0 =1Ip como en la figura
8. En 01D es |z — x9| = Ry asi que ua(x) =h(Ryp— R1) =M y como por hipotesis u < M en
S(f,0) D01D se cumple que u <ug en 01D. Es mas, si I:={zx € 02 D:u(x) =0} entonces
u<ug en 01D UI porque us es no negativa por construcciéon. Por otra parte, en 0o D

Oyua(x) =h'(|x —xo| — R1) cos (v(z), z — x0) = h'(|x — 20| — R1) ¢(x0, L) =0,

pero en 02D puede ocurrir que u >0 6 =0 y por las condiciones de contorno, en el primer
caso es O, u =0, luego 0=0,u < d,uz en J2 D\I. Notese que tanto aqui como mas arriba
no es necesario que I sea no vacio. La funcién us es una soluciéon del problema

—Aus+aus= foen D

y el lema 5 permite asegurar que u(x) < uz(x) en c.t.p. de D y por tanto sobre I :=
00N B(xo, R1) se tiene que 0 < u(x) < uz(x) =0, de hecho en todo QN B(xo, R1) O

Puede obtenerse una cota sobre la funciéon u mediante el principio del maximo y
entonces una aplicacion directa del teorema 6 proporciona el siguiente resultado.

Corolario 7. Supongamos el dominio 2 de RN convezo e, igual que hasta ahora, abierto,
acotado y de frontera al menos C1. Sean f € L>(Q) y ue€ H*(Q) N L>®(Q) solucion del
problema 5. Entonces ||u|loo < ES | flloo=: M y u=0 sobre Iy:={x €' dist(x,dS(f,d) N

«

I)>(2MN/6)Y?}, para un § > 0.

En el caso més general con datos f, g, y « arbitrarios puede extenderse la técnica
anterior para encontrar estimaciones similares. En un primer paso el siguiente teorema
proporciona una condicién necesaria para que [y tenga medida nula, apoyandose en una
funcién que recoge la influencia de los datos en el comportamiento de la solucién en el
borde. Considérese la tnica funcién ug € H(Q) solucién débil (dada por el corolario 22)
del problema

—Aug+aug = f enQ,
{ ug = Y sobrel, (28)
y la funcién ¢ definida en I' mediante
§:=g—0,upc H (I, (29)

Esta definicién estd motivada por el siguiente lema trivial.

Lema 8. Sea u la solucion del problema 5 y sea ug la solucion de (28). Entonces la funcion
u=u—ugp es solucion del problema 5 con datos f=0,1%=0 y g dada por (29).
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La funcién ¢ puede hacerse méas explicita empleando la funcién de Green asociada
al problema (28). Si buscamos la solucién en H?((2), partiremos de una condicién en el

borde ¢y € H 3/ 2(1“) asi que por el teorema de la traza podremos considerar sin pérdida de
generalidad una extension v € H(Q) y entonces poniendo f*:= f + A — a 1) y siendo
G(x,y) la funcion de Green para el problema de Dirichlet asociado al operador —A + «
en () tenemos:

up(x) = (x) + A £*(6) G(x, €) d€ para z € Q.

En particular si z € I' tenemos
@)= gl@) = 0,0(0) = [ £(6)0,Gla. € ac. >
En el siguiente teorema demostramos por fin la condicién necesaria dada en [DJ8S].

Teorema 9. Supongase que la region de coincidencia Iy, tiene medida positiva y es suave
y sea § la funcion definida en (29). Entonces necesariamente ocurre que § <0 en Iy.

Demostracion. Como deciamos en el lema 8, la funcién @ = u — ug resuelve el problema 5
con f=0,9=0y g=g (entonces Iy es Iy). De la inecuacion variacional deducimos que
para toda v € Ky:={v € H?(Q):v>0 en I'} la funcién w:=v —u+ug estad en H3(Q) y
cumple, tras integrar por partes:

—/Aw(u—uo)dx—}—a/w(u—uo)dx—i—/&,w(u—uo)dsgg}/gwdsx.
Q Q T r

Puesto que Iy es suave y de medida positiva, existe § € C?(I') no nula en Iy y cero en
I' — Iy (por ejemplo tomando la convolucion de yy, con una aproximacion de la identidad).
Definimos ahora wy € H2(2) como la solucién de (28) con datos f =0y 1) =6. Entonces
wo+u € K{ y podemos tomar w = wy en la inecuacién anterior y deducir que

0>/§wdsx—/g~9dsx.
r r

Como la funcion 6 es (suficientemente) arbitraria se sigue que § <0 en I. O

No es cierta en cambio la afirmacion reciproca: que la funcién § no sea positiva en una
region de la frontera no es suficiente para asegurar que la intersecciéon de dicha regién y el
conjunto Iy sea no vacia. Esto lo muestra un ejemplo dado en [DJ88]. Sin embargo si se
cumple anadiendo una propiedad geométrica a §2 que la condicién es «casi» suficiente para
la formacién del conjunto de coincidencia.

Teorema 10. (Diaz y Jiménez [DJ8S]) Sea Q un abierto convexo de RN y sea u €
H?(Q) N L>(Q) una solucion del problema 5 con cota ||u|pe(q)< M. Supdngase que existen
0>0y ICT tales que

g(f) < —d en F57
con g definida como en el teorema 9. Entonces se tiene la estimacion

LpD{fEFg:d(f,F\D;)ZRZQMN/(s}.

28. Recuérdese de paso que por el principio del maximo y el minimo sabemos ademéas que las funciones G y

0, G son respectivamente positiva y negativa.
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Demostracion. De nuevo segtiin el lema 8 es suficiente con probar la estimaciéon en el
caso en el que los datos son f=0,9 =0y g, porque si @ es la solucién en este caso,
entonces u =1+ ug es la solucion del problema con los datos f, 1, g originales y tenemos
Iy(u) = Io(a).

QCcRN

Figura 9. Teorema 10.

Sea xo€ s con R:=d(xo,'\I}) y sea D:=QN B(xg, R). Definamos como en la demos-
tracion del teorema 6 los conjuntos 1D :=0D —T"y 0y D:=3dD NT CT}. Para cierto ¢ >0
a escoger posteriormente, construiremos w € C?(D) cumpliendo

—Aw+aw=c en D,
w>0 en D,

w=0 sobre D,

0, w=—0 sobre 09D.

A tal efecto, sea V,” un semi-entorno tubular de I'5 definido por la representacion paramé-
trica

r=x(§,5)=E+sv()
para { €5, s € (—p,0) y p= R tal que D CV,”. Tomando w(z)=w(sv)=(s) y teniendo

en cuenta?” la expresion del laplaciano en V", la construccion de tal w se reduce a encontrar
©(s) de modo que

e"(s)+(N-1)H'(s) < —c,
¢(0) = 0,
¢'(0) = -4,

donde hemos puesto H para la curvatura media de I', que es no negativa debido a la
hipotesis de convexidad hecha sobre 2. Buscamos ¢ de modo que ¢(s) > 0 para todo
—R < s<0 y de entre las multiples elecciones posibles tomaremos ¢(s) :=—4J s (% + 1) y
entonces ¢=¢ /R, lo cual es posible porque como deciamos H > 0. Con este ¢ sea ahora
en D la funcion auxiliar @(z) =w(z) 4+ c(2N)~! |z — x0/2. En D tenemos

—Aﬂ—l—aﬂ:—Aw—i-aw—c+%|x—xo\2>0:f.

En 01D se cumple u(z) > %R2 = g—ﬁ >M >u(x) si R=2M N /6. Es mas, si ponemos
I:={z € 0D: u(x) =0} (conjunto del cual no sabemos nada de momento, p.ej. podria
ser vacio) entonces como % es no negativa por construccion, sabemos que % <@ en todo
01 DUI. Por otro lado, las condiciones de contorno implican que si 4(x) > 0 en algin punto

del borde, es decir z¢1, entonces 9, u(x) = g(x). Por tanto, en 2D\ se tiene
Oy (§) = Oyw(§) + ¢ Nt o — wo| cos(v(§), § — o) = —0 > §(§) =0, u(§),

29. Cf. Sperb, Mazximum principles and their applications, Academic Press, 1981.
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donde hemos usado la convexidad de € (positividad del coseno) en la primera desigualdad.
El lema de comparacion 5 aplicado a los conjuntos 01D U I y 02D\ permite finalmente
deducir que u <u en D y en particular

0<ife) <57 |€ — @0, para € €N B(xo, R),

y entonces u(xg) =0. O
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APENDICE A.

A.1. Movimientos rigidos.

Un movimiento rigido, es decir sin deformacion, es la composicién de una rotaciéon y
una traslacion: y(x) =b+ @ x, con una matriz @) ortogonal. Si excluimos las simetrias de los
movimientos admisibles, la matriz () no tiene el autovalor —1 y por tanto I + ) es invertible
y podemos definir R:= (I — Q)(I + Q)~!. A partir de esta matriz puede recuperarse
@ mediante la transformacion inversa R+—— (I + R) (I — R)~!. Esta transformacion se
denomina transformacion de Cayley.

El interés de esto es que R es antisimétrica, de modo que esta determinada por N =3
coeficientes y todo movimiento rigido en R? excluyendo las simetrias puede describirse con
dos vectores:

y(z)=b+rxx=b+ Rx,

donde 7 x z designa el producto vectorial en R? y la matriz es

0 —T3 T9
R= rg 0 —nr
—r9 T 0

Designaremos mediante R el conjunto de los movimientos descritos de esta manera:
R={y:Q—R%y(z)=b+rxx=b+ Rz}
En el contexto de la elasticidad lineal, esta antisimetria de la matriz se traduce en que

la forma bilineal a asociada al potencial elastico (cf. (14)) se anula exactamente en los
movimientos rigidos. Si y € R, se cumple y; j = R;; = —Rj; = —yj; ;, y entonces:

1
a(y,y)Z/aijklEkl(y) eij(y) dx:z/aijkl(yk,l‘f’yl,k)(yi,j‘f'yj,i) dz=0.
Q Q

Teorema 11. (Rivlin-Ericksen). Sea S3*3 el conjunto de las matrices simétricas reales
3x 3 y sean ig=(i1(A),i2(A),13(A)) los coeficientes del polinomio caracteristico det(A —
M) de A€ S3*3. Una funcion 6: S — SN {det >0} cumple

5(QAQT)=Q5(4)QT
para toda rotacion Q) si y sdlo si existen funciones ao(ia), a1(ia), as(ia) tales que

6(A) = ag(ia) I + a1(in) A+ as(in) A2.

Recuérdese que los coeficientes i;(A) son: i1(A) =tr A,io(A)=[(tr A)? —tr A%]/2,i3(A) =
det A.

Demostracion. Cf. [EGK11, teorema 5.13, p.253]. O
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A.2. Espacios de Sobolev y teorema de la traza.

En esta subseccién citamos a la carrera la teorfa necesaria de espacios de Sobolev, con
el tnico proposito de fijar la notacién y el contenido necesarios.

Sea Q C RY un conjunto abierto. Designamos con la letra o un multi-indice de dimen-
sion N. Como es habitual ponemos D =D(2) para el espacio C§°(€2) con la topologia
caracterizada por la siguiente convergencia de sucesiones: (¢™) C D converge a ¢ € D
si existe un compacto K C €} tal que supp ¢" C K para todo n y ademés para cada «
la sucesion 0% @™ — 0% ¢ uniformemente. Su dual D' =D’(2) consta de los funcionales
lineales en D que transforman sucesiones convergentes en D en sucesiones convergentes
en R o equivalentemente T' € D’ si y solo si existen constantes k, ¢ tales que |T(¢)| <
cz‘a‘ <k SUPQ |0“ ¢| para toda ¢. Los elementos de D’ se denominan distribuciones de

Schwartz sobre ). Para cada multi-indice a la derivada 0% definida como 9“T(y) :=
(=) T(8* ¢) es un operador continuo en D’(2). El encaje Li.(Q) — D’(Q) definido como
D(Q)3 ¢ |, ofpdx para f € Li,o(Q) permite identificar estas funciones con distribuciones,
que denominamos regulares.

Decimos de una funciéon medible f:Q— IR que esta en el espacio de Sobolev W"P((Q)
si esta en LP(Q) y todas sus derivadas distribucionales hasta el orden m son distribuciones
regulares inducidas por funciones de LP(£2). El caso H™(£2) := W™2(f2) es un espacio
de Hilbert con el producto escalar (u,v)gm(q):= Z|a\<m (0%u,0%v)r2(q). Para trabajar

con funciones vectoriales consideraremos W™ P(2, R)", que designaremos con negrita:
Wm™P(Q). En H(Q) el producto escalar es

(u, V)= Y (i vy =Y, (wi v+ Y (Wi j,vij)r2)-

% 7 1,]

Podemos definir estos espacios de otro modo. Sea S =S(IR™) el conjunto de las funciones
¢ € C*(R") tales que las seminormas pj m() := Sup|o|<k SUpzerny |1 + 2™ 0% ¢ son
finitas para todo k y todo m. Claramente D C S, de hecho densamente, pero e lel?
muestra que la inclusién contraria no se da. El dual de este espacio se designa S’ =S’(RY)
y consta de los funcionales lineales 1" tales que existe alguna constante C' >0 de modo
que |T¢| < Cpi.m(p) para toda ¢ €S. Los elementos de S’ se llaman distribuciones
temperadas. Debido a que D C S toda distribucion temperada se puede considerar como
una distribucién en D’ y ademas la inclusion inducida es inyectiva y continua.

Se demuestra que la transformada de Fourier F es un isomorfismo topolégico en S que
puede trasladarse a S’ con 8’5 v+ Fv =10 definida como (Fv)(¢):=v(Fp). Por otra parte,
el operador de multiplicacion por la funcion ws(z) := (14 |2|2)*/2 es continuo en S por lo que
puede extenderse a uno en &’ de la manera natural 8’3 v — wsv con (wsv)(p) :=v(ws ).
Usando la transformada de Fourier inversa en S’ definimos el multiplicador de Fourier
con simbolo w como el operador A*v:=F ~!(w, %) biyectivo y continuo en S’. Su inversa
es claramente A~° y estd definida en particular en todo L?(R¥). Ponemos

HY(RN) := A5(LX(RY)) = {F~(ws 8): v € LX(RN)},

y definimos la norma inducida por el producto escalar

O I GRUGEGLS
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Los espacios W™2(RY)= H™(R") antes definidos coinciden ahora con estos para s entero
no negativo y las normas son equivalentes. La definicién por medio de la transformada de
Fourier es también valida cuando s <0 y se cumple ademas en general para todo s € R
que H*(RY)'= H=*(R"). Cuando el dominio no es todo R¥ sino un abierto Q, H*(Q2) se
define como el conjunto de las restricciones de distribuciones en H*(IR") a € con la norma
|v]| & () :=1inf || || grs(r vy tomando el infimo entre todas las distribuciones ¢ cuya restriccion
a () es v. Este espacio también es de Banach pero solo coincide con W#P(§2) cuando se
imponen condiciones de regularidad a la frontera 9€). Se demuestra que la existencia
de un isomorfismo W*P(Q) ~ H*(Q2) es equivalente a la existencia de un operador de
extension E: W*P(Q) — W*P(RY) continuo y diversos teoremas de extension aseguran
su existencia. Un resultado de Calderén y Zygmund lo hace por ejemplo para dominios
cumpliendo la condiciéon del cono uniforme, en particular para aquellos con frontera C, y
cuando s € N.

Sea m € N. W~"P(Q) designa el dual de Wy"*(Q) := Clyym.riq) D(2). Como D es
denso en W;"P(2) toda distribucion T'€ D'(Q2) de la forma

T(p)i= 3 (~1)PlooT), o, con fa € LY(Q),

|la|<m

se extiende de manera tunica a Wy"?(Q), aunque en general no a W"™?(Q). De hecho todos
los elementos del dual son de este tipo: puede encajarse Wy "*(§2) como subespacio cerrado
de una suma directa @‘a‘ < LP(€2) y del teorema de representacion de Riesz se sigue que

los elementos f de su dual son de la forma

s thywymon () = > (far 0*u)rr, para ue Wy™P(Q)

lal<m

y para ciertas funciones f, € LP. En particular, si m =1, los elementos de H () son
distribuciones de la forma v+ (u,v)r2 — (u3,v ;)2 con u,u; € L.

Para poder hablar de los valores de una funcion en W"P(€2) en el borde del dominio
hemos de trabajar un poco puesto que se trata de clases de equivalencia de funciones
iguales en casi todo punto. La técnica es definir un operador continuo que lleve funciones
continuas en el borde a sus restricciones y extenderlo a todo W™?P. Esto sblo se podra
hacer imponiendo ciertas condiciones geométricas al conjunto {2 para las cuales necesitamos
algunas definiciones previas.

Una funcién ¢ es de clase C*%(Q) si es k veces continuamente diferenciable y acotada
en () y ella y todas sus derivadas son x-Holder continuas, es decir si existen constantes
Co >0 tales que |0%p(z) — 0% ¢(y)| < Cy |z — y|®. Con la norma del supremo en todas
las derivadas, este espacio es de Banach. Decimos que una aplicacion biyectiva ¢: Q — €/
entre abiertos de RV es un (k, k)-difeomorfismo si sus funciones componentes ¢; son
de clase C*%(Q) y las de la inversa ¢! de clase C’kv"‘(ﬁ’), y ademés, si k > 1, el jacobiano
esta acotado por arriba y por abajo uniformemente en todo €. Decimos que un dominio
Q es suave de clase (k, k) si para cada punto = € 92 puede encontrarse un entorno U,
que es (k, k)-difeomorfo al cubo unidad w; y de modo que la imagen de Q2N U, es el plano

medio de w; y las dos regiones en que éste se separa corresponden al interior y el exterior
de QN U,.%0

30. Para leer esto con mas detalle y precision, véase [W1o87, §2].
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Teorema 12. (Teorema de la traza)

a) Sea Q un dominio acotado y suave de clase (k,K) y sea %<m < k+ k; para m
entero, k=m —1, k=1 es admisible. Existe un operador traza continuo

1
yo: H™(Q) — H™2(09Q),
con la propiedad de que
Yo() = plaq para ¢ € C™(Q) si m es entero

0 para p € C"™+Y(Q) para m no entero.

b) Supdngase de nuevo que ) es acotado y suave de clase (k,Kk) y sea m —n >%, con
neN, m+1<k+k; de nuevo para valores enteros de m, k=m,xk=1 es admisible.

Existe un operador traza continuo
n .1
e HP() — @) B 08
=0
con la propiedad de que !
Ym(©) = (@190, Ov P00 - OLplaq) para ¢ € C™T1(Q),

0 bien p € C™F"1Q) para m no entero.

Demostracion. Cf. [W1o87, §8, teorema 8.7]. O

Es importante senalar que el resultado b) sigue siendo valido para m =1 y entonces
dyu se define como un funcional de H~/%(Q) cuando u e HY(Q) (cf. [HHNLSS|).
Lema 13. Densidad de funciones suaves. Sea § abierto con frontera C', entonces:

1. C§°(Q) es denso en W™P(Q).

2. C®(Q)NW™P(Q) es denso en W™P(Q).

3. C§(RY) es denso en W™P(Q).

Lema 14. Integracion por partes en H™(Q2). Sean w,v € H™(Q2) con m>1 y Q abierto,
acotado y de frontera C'. Entonces

/uuidx—/ uvuidsz—/u,ivdx,
Q o9 Q

donde la integral en el borde ha de interpretarse en el sentido de la traza y v; es la i-ésima
componente del vector normal unitario en el borde.

Demostracion. Por el lema 13 existen (uf), (v¥) € C§°(Q) tales que uf —u y vF

— v en
H™(Q). En particular v/ —u y u’;—u; en L? e igual para v y por lo tanto [u/— [u

e igual para las derivadas y para v. Comprobamos lo primero: al tener {2 medida finita

Illh <cl-]|2 vy entonces:
2 ‘ 9 |
<</|u1_u|dx> gc/|U]_U|2dx—>O,
Q Q

/ujdx—/udx
Q Q

Aplicamos ahora el teorema de Gaufs

/ujvﬁ‘-dx—/ ujvkuidsz—/u]ivkdx
Q o0 Q
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y pasamos al limite en j y luego en k. Para la segunda integral usamos que la traza es un
operador continuo H™(2) — H™/2(9Q). O

Teorema 15. (Algunos encajes de Sobolev). Sea Q) abierto y acotado y sean m <n nimeros
naturales. Entonces el encaje Hi(Q) — H{'(Q) es compacto. Si ademds Q es de clase C*
entonces el encaje W™P(2) — W™ P(Q) es compacto.

Demostracion. Cf. [Wl1o87, §7] y [AF03, teorema 6.3, p. 85]. O

A.3. Existencia y unicidad de soluciones.

En los problemas elipticos presentados se parte de una formulacién clasica con opera-
dores diferenciales de segundo orden para llegar a una con operadores de primer orden.
Esta se presenta como una igualdad o una desigualdad entre una forma bilineal y una
lineal, es decir como algo de la forma a(u,v) > F(v) para toda v en cierto espacio. En
esta secciéon mostramos que para la existencia y unicidad de solucién a este problema es
suficiente con una condicion sobre la forma a(-,-). Como s6lo contemplamos el caso en el
que a es simétrica y el espacio es de Hilbert, la respuesta para la igualdad a(u,v) = F(v) es
una consecuencia simple del teorema de representacion de Riesz. Sin embargo, cuando se
trabaja con la desigualdad resulta tutil «desviarse» por la minimizacién de cierto funcional
I con un parentesco claro con la energia total del cuerpo. La idea es que si la ecuacion es
Lu=0, entonces en cierto sentido la derivada de este funcional es I’= L y que por tanto sus
puntos criticos seran soluciones. Las técnicas que empezaron con esta idea se denominan
cdlculo de variaciones o métodos directos.

Primero una definicién y convenciones para esta seccion: decimos que una forma bili-
neal en un espacio normado V' es V-eliptica o (fuertemente) coercitiva, si existe una
constante ¢, > 0 tal que

a(v,v) > c,||v||} para todove V.
En esta seccion V' es un espacio de Banach, K CV es cerrado, convexo y no vacio y a:

V x V=R es continua, bilineal, simétrica y V-eliptica. Ademas F:V — R es una forma
lineal y continua y definimos para todo v € V:

I(0) =5 a(v,0) ~ F(0).

Teorema 16. FEl funcional I es estrictamente convexo en K, por tanto posee un unico
minimo.

Demostracion. Sean u, h € K arbitrarios con h#0y u+h € K Para A€ (0,1)

T(utMh) = %a(u—k)\h,u—i—)\h) — F(u+Ah)

1 S
= Ea(u,u) + Aa(u,h) —|—7a(h, h)—F(u)— AF(h)

= I(u)+ X(a(u,h) — F(h)) —l—%za(h, h).
=5

Asi, O\ I(u+Ah)=a(u,h) — F(h)+Xa(h,h) y O3 I(u+\h)=a(h,h)>0e I es convexo.[]

Teorema 17. (Stampacchia) Se cumple

I(u)=min I (v) <=a(u,v—u) > F(v—u) para todoveK.
veEK
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Demostracion. La desigualdad es necesaria: sean v € K arbitrarioy h:=v —u. Si A€ (0, 1),

entonces toda combinacion lineal convexa v+ A h esta en K y debido a la convexidad de
I se tiene
2
0< I(u+A\h) — I(u) =X (a(u, h) — F(h)) +%a(h, h).

Dividiendo esto por A resulta:
0<a(u,h) - F(h) +%a(h, h)—a(u, )~ F(h).
La desigualdad es suficiente: sean v € K, v#u y h:=v — u, entonces
I(v)—I(u) = I(u+h)—1I(u)
= I(w)+a(u, h) ~ F(h) + g a(h, h) ()

— a(u,h) = F(h)+ = a(h, k) >0.
—_———— 2 ——
>0 >0

O

Corolario 18. Si K es un subespacio afin de V, K =vg+ W, ,vg €V con W subespacio
vectorial de V, entonces

I(u)= mi;% I(v) <=a(u,w)=F(w), paratodoweW.
(IS

Demostracion. Como K =vg+ W se tiene W ={v —u:v € K } para cualquier u € K y por
tanto:

a(u,v—u)=2Flv—u) YweK <— a(u,w)>F(w) YweW

— a(u,w)=F(w) YweW,
esto ultimo ya que we W s —weW. O
Teorema 19. Sean V un espacio de Hilbert y K CV cerrado, convexo y no vacio y sean

a:V xV =R bilineal, continua, simétrica y V-eliptica con constante ¢, y F:V — R lineal
y continua. Entonces eriste un unico u € K tal que

a(u,v—u) = F(v—u) para todaveK.

Ademds, si F:'V — R es también lineal y continua y @ es la solucion correspondiente,
entonces

~ -1 ~
lu—al <cg ™ | F=F||. (30)
Demostracion. Unicidad: basta con demostrar la relacion (30). Si u y 4 son soluciones
correspondientes a F'y F' respectivamente, tenemos
alu,i—u)=F(i—u) vy a(d,u—a)=>F(u—1a).
Sumando la segunda expresion a la primera, reordenando y usando la linealidad resulta

alu—u,i—u)=(F—-F)(a—u)
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y por tanto, tal como queriamos
0< callii — w2 < ald—u, @ —u) < | F - F| i —ul.

Ezistencia: por el teorema 17 es suficiente con mostrar que I tiene un minimo. Veamos
que esti acotado por abajo: para todo v € V' se cumple

I(v) = Xa(v,v)—Fv)

2

1
> Seallol2= 17 o]

1 ? 1
Ca 9

- Sl = J—||F|| | —=—|IF

( 2ol =5 | ||) 5 I7

— L Epe
2, '

Sea entonces d:=inf{I(v):v € K} y sea (u,) C K una sucesiéon minimizante: d < I(u,) <
d+1/n. Entonces (uy) es de Cauchy porque

caHUn_umH2 < alun — Um, Up — Up,)

1 1
= 2a(un, upn) + 2 a(Um, up,) — 4 a<§ (un + um), 3 (un+ um))

AT (un) +4 () — 8 I(% (un—f—um))

< 4(d+1/n)+4(d+1/m)—8d
< 4(1/n+1/m).

Por la completitud de V' la sucesion es convergente a un u € V' y porque K es cerrado
ademéas u € K. De la continuidad de I se sigue I(u)=d. O

En el caso de una ecuaciéon en lugar de una inecuacién tenemos el lema siguiente, que
no es més que una consecuencia directa del teorema de representaciéon de Riesz, para
determinar la existencia y unicidad de solucién. Por tanto, no es necesario recurrir a la
minimizacién del funcional I.

Lema 20. Sean V un espacio de Hilbert, a:V x V — R bilineal, continua, simétrica y V-
eliptica y F:V — R lineal y continua. Entonces existe un unico u €V tal que a(u,v)=F(v)
para todo v EV.

Demostracion. La aplicacion (u,v)y :=a(u,v) define un producto escalar en V. Segin el
teorema de representacion de Riesz, a toda forma F' del dual de V' le corresponde un tinico
elemento u € V, tal que F(v) = (u,v)y =a(u,v). O

Corolario 21. Problema de Dirichlet. Sean Q un dominio abierto y acotado de RN
y a>0 una constante y sea f € L*(Q). Existe una unica funcion u € H(Q) solucion débil
del problema de Dirichlet:

{—Au—f—au = f en(,

u = 0 sobreT,

en el sentido de que para toda v e H}(Q) se cumple la igualdad

a(u,v)=F(v),
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con a(u,v):= [(VuVvdr +a [quvdr y F(v):= [, fvde.

Demostracion. En el caso a > 0 esto es una aplicacion directa del lema 20 en H}(Q). La
forma lineal F' es continua en L?() asi que en particular también en Hg (). Ademas af(-, -)
es claramente bilineal, simétrica y continua en Hol(Q), y es también coercitiva porque

a(u, u) =[|VulZzg) + o |ullf ) > min {1, o} [[ulg0)-

Cuando o =0 es suficiente con tener en cuenta que como () es acotado la seminorma
[ulpa) = I VullL2(o) es equivalente a la norma ||-[|f1(q), gracias a la desigualdad de Poin-
caré y Friedrichs

/|u|2dx<C(Q)/|Vu|2dx para toda u € Hg ().
Q Q

Y entonces a(u,u)= ||Vu||%2(ﬂ) = [ulgy) = ¢ |ullm (o), para toda u € H (). O

Corolario 22. Sean Q un dominio abierto y acotado de RN y a >0 una constante y sean
feLQ) yge HY*T). Existe una unica funcion ue HY(Q) solucion débil del problemas:

{—Au—i—au = f en (),

u = g sobre T,

en el sentido de que para toda v € H&(Q) se cumple la igualdad
a(u,v) = F(v),
con a(u,v):= [(VuVvdr +a [quvdr y F(v):= [, fvdr, y ademds

V(u) =g,
siendo : HY(Q) — HY?(Q) el operador traza.

Demostracion. Basta con llevar el problema a la forma del corolario 21. Sea g € v (g)C
HYQ) y sea f(v):=F(v) —a(g,v) para cada v € H(Q2). Como f y a son continuas en
H{, esto es un elemento del dual H~'. El problema

alug,v) = f(v), Yve HLQ)

tiene solucion tnica ug € H, por la demostracion del corolario 21. Sea ahora u:=u+ §.
Por la linealidad del operador traza, u=g en I' y ademas para toda v € H}, por la eleccion
de f ocurre que

a(u,v) = a(up,v) +a(g,v) = f(v) + F(v) = f(v) = F(v).

A.4. La desigualdad de Korn.

El ingrediente que mayor dificultad presenta para aplicar los resultados de la seccion
A.3 es la demostracion de la coercitividad de la forma bilineal. En los problemas de la
seccién 2 se supone que el tensor de coeficientes a;;r; cumple una condicién de elipticidad
que sirve precisamente para esto, empleando la desigualdad de Korn. Aqui recorreremos un
largo camino hasta demostrarla en el teorema 30, para despues aplicarla a los problemas
estudiados més arriba.
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Como siempre, suponemos 2 C RV abierto, acotado y con una frontera al menos C*,
aunque en realidad los resultados de esta seccion siguen siendo validos en condiciones méas
generales, en concreto para dominios Lipschitz-continuos.?! Definimos

E(U)::/ﬂsij(v)sij(v)dx y |v|2::Avividm.

Nuestro proposito es probar que existe una constante ¢ >0 tal que £(v) + "U‘Q >
c ||UH%{1(Q). Notese que esta desigualdad no es evidente porque en el lado izquierdo de
la desigualdad aparecen combinaciones de todas las derivadas de cada funcién compo-
nente, incluidas cruzadas que pueden tomar valores negativos, mientras que en el derecho
no. Pero la reciproca si debido a lo mismo. En el camino a la demostracién es esen-
cial un lema debido a Jacques-Louis Lions, que afirma que si una distribuciéon esta en
H~Y(Q) y su gradiente también, entonces se trata de una (distribuciéon inducida por una)
funcion de L2(Q2). Aunque esto es el contenido del teorema 3.2 de Duvaut y Lions [DL76],
preferimos apartarnos de su demostracién por dos motivos: por un lado emplea espa-
cios de Sobolev con valores en un Banach y para definirlos satisfactoriamente es necesario
introducir la integral de Bochner, por otro lado hace uso constante de identificaciones
entre espacios que al escribirse explicitamente llevan a varias paginas de tecnicismos. Por
todo esto, seguimos el camino de Amrouche y Girault [AG94] aunque sin entrar en toda
su generalidad: alli se demuestra para dominios con bordes Lipschitz-continuos, lo cual
no nos es necesario y complica todo sustancialmente.

Teorema 23. (Pectre, Tartar)?? Sean A: E1 — FEs lineal y continuo y B: E1 — E3 compacto
entre los espacios de Banach E1, Fa, E3 y tales que para todo u € F1 se cumple

lullz, ~ | Aullz, + || Buzs- (31)
Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. dimker A< oo, A: Eq/ker A—R(A) es un isomorfismo y R(A) es cerrado en Es.
2. Sea G de Banach y sea M: E1— G acotado y distinto de cero en ker A\{0}. Entonces

[ulle, > | Aullg, + | Mullc- (32)

Demostracion.

1. ker A tiene dimension finita si y solo si la bola unidad Uyer 4 = {u € ker A: ||u||g, =1}
es compacta. Sea una sucesion (u") C Ukera. Por estar acotada, la imagen por el operador
compacto tiene una subsucesion (Bu™*) convergente en F3. Esta es por tanto de Cauchy
en E3y como Au™ =0, la equivalencia de normas (31) prueba que es de Cauchy en Ej.
Pero ker A es cerrado porque A es continuo, de modo que la subsucesion converge en ker A
Vv UkerA €S compacta.

Formamos el cociente X := F;/ker A que es de Banach con la norma habitual del
cociente ||1| x := inf ||u||g, y este infimo se alcanza por tener ker A dimension finita: existe

ueu

u € Ey tal que ||4]|x = ||a||g-

El operador A: X — R(A) (por ejemplo @ +— Aw) es lineal, continuo y biyectivo por
construccion, luego solo falta comprobar que tiene inversa continua, es decir que existe una
constante C' > 0 tal que

|A=Y (A )| x = |lu]lx <C ||Atl|g, para todo Au € R(A).

31. Cf. [DL76, §I11.3.3] 6 [AG94, §2].

32. Cf. [GR86, Teorema 2.1, p.18]. Si ponemos Ey = (H')", Ey=(L?)?", E3=(L?)™, entonces la condicién del
teorema es & ||u|3, = /E(u) + ||u|| g, = o |[ul|3, v la primera desigualdad es clara, la segunda se sigue inmediatamente
de la de Korn.
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Para llegar a una contradiccion supongamos que existe una sucesion (") C X tal que

[a"[x =1y lim [[Ad"|g,=0.
n—oo

Entonces la compacidad de B y 1= ||4u"||x = ||@"||z, implican que existe una subsucesion
(Bu") convergente en E3. Pero ||A4"||g,— 0y (31) implican entonces cuando r, s — oo que

i — i, < e (|Aar — Ad|p, + || Bar — B |p,) — 0,

es decir, (u") es de Cauchy y por tanto convergente en Ej. Pero su limite s6lo puede ser
un elemento del nicleo de A porque ||A 4™ | —0 y A es continuo, asi que u™ — 0, una
contradiccion.

Por tltimo, hemos demostrado que A: X — R(A) es un isomorfismo y como X es de
Banach, su imagen también, asi que es cerrado en Fs.

2. Sea GG de Banach y M: E; — G continuo con ker M C ker A. Soélo es necesario probar
que existe C' >0 tal que

C llulle <[[Aullz, + [Mullg

ya que la otra desigualdad es una consecuencia trivial de la continuidad de A y M. De nuevo
para llegar a una contradiccién supongamos que tenemos una sucesion (u") C Ep tal que

[z, =1y lim ([[Au"(|g,+ [|Mu"c)=0.
n—oo

Entonces existe una subsucesion (u"*) tal que (Bu™) converge en F3 y como antes
|Au"||p, — 0 y (31) implican que (u"*) es de Cauchy y por tanto convergente a un u €
Eq. Como ||u"||g, =1 se cumple ||u||g, =1 pero ademas Au=0y Mu=0 por hipotesis,
una contradiccion. O

La siguiente equivalencia de normas se debe a Necas en las condiciones mas generales ya
mencionadas y tiene una demostraciéon larga y complicada, pero como en nuestro contexto
estamos suponiendo un borde C* y sélo necesitaremos H ~!(£2) la demostracién es mucho
mas sencilla y puede encontrarse en [DL76]. Obsérvese que el teorema solo dice algo
interesante cuando m < 0.

Teorema 24. (Necas) Sea Q CRY abierto, acotado y de frontera C* y sean m€Z, pe (1,
o0) arbitrarios. Eziste una constante C'=C(2,m,p) >0 tal que para toda f € W™P(Q) se
cumple

[f lwmor) < C (Lf llwm-10) + IV fllwm-100))-

Como consecuencia directa y que luego sera tutil tenemos:

Corolario 25. Sean Q CRY abierto, acotado y de frontera C*, m € Z arbitrario y p € (1,
o0). Entonces:
1. La imagen de grad: W™P(Q) — W™m=LP(Q) es un subespacio cerrado.
2. 51 Q es conexo, entonces existe una constante C =C (2, m,p) >0 tal que para toda
(clase de equivalencia) v € W™ P(Q) /R se cumple
& llwmr)m < C [ Vulpm-100). (33)

3. Para todo subconjunto abierto 'C C de medida positiva existe una constante Cgqr=
Cq/(Q,Q,m,p) >0 tal que para toda u € W™P(Q)

[ullwm.r@) < Car([ullwmrany + IVullwm-1r@q), (34)
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Demostracion. Aplicamos el teorema 23 tomando Ej=W™P(Q), BEy=W™m=LP(Q), E3=
Wm=LP(Q), A= grad, B=id. Puesto que el dominio es acotado, el encaje canénico dado
por B =id: W™P(Q) — W™~1P(Q) es compacto (teorema 15). Ademés, para toda u €
W":P(Q)) tenemos

[[llyyrm—rp(0) + [[Vullwm—1p@) < C llullwmrq),

lo que unido al teorema de Necas, 24, proporciona la equivalencia de normas que falta para
aplicar el teorema 23, y tenemos la parte 1.

Para la afirmacion 2., observemos que ker(grad) =R cuando {2 es conexo, asi que el
teorema 23 afirma que el operador gradiente es un isomorfismo entre W P(Q) /R y su
imagen. De modo que existe una constante C' > 0 tal que para toda (clase de equivalencia)
ueW™P(Q)/R se cumple

H’llHW’”vP(Q)/Rzggg [ullwmr) < C [ Vulwm-1pq).

Por dltimo, sea G =W™P(Q) y sea M: W™P(Q) — W™P(Q) la identidad. Como €’
tiene medida positiva entonces |[MA||ywm.pq/y = [|A|lwm.ro) #0 en R* = ker(grad)\{0}
y aplicamos de nuevo el terema 23. La equivalencia de normas (32) implica la tercera
afirmacion. g

Lo siguiente es una adaptacion de la demostracion que en [GR86] se hace para el caso
m=0y p=2 y serd un ingrediente en la demostracién del teorema 28.

Corolario 26. Sean Q CRY abierto, acotado y de frontera C* ymeZ ype(1,0). Si
Yo p:={f €W P(Q): Vf e W= br(Q)}

entonces

Yo, p=W"P(Q).

Demostracion. Sea Q'CC ) de medida positiva y definamos
[l := lullwmmg@n + [ Vel 100
Como Q' tiene medida no nula, [-] define una norma en Y}, , que ademas es equivalente
a ||-lwm.»q) debido a la desigualdad (34), por lo que W™P(Q) es de Banach para esta
norma. De hecho demostramos que es denso en Y, , para esta norma:
Puesto que todo conjunto abierto con frontera (al menos) Lipschitz es union finita de
conjuntos estrellados con frontera Lipschitz (y todos los resultados de esta seccion son

validos en dominios con frontera Lipschitz) podemos suponer que €2 es estrellado con
respecto a un punto y. Trasladando este punto al origen esto equivale a decir que

HQCQpara j€[0,1) y QCHQ para j > 1.

Tomamos 6 > 1 y ponemos {2g:=0 (). Para una funcién ¢ continua en ) hacemos el cambio
de variable ¢ @y definido en Qg por gg(x) = p(z/0), y lo extendemos a distribuciones
D'(Q) 3 ur ug € D'(p) mediante

(ug, ) pray) =0 (u, p1/9) para toda € D(Qy).
Entonces
Vug=(1/0) (Vu)p, para toda ue D'(Q),

Glim lug — u||ym.r()=0, para toda uec W™P(§),
—1

6l?im [uo — ullym-1.pq) =0, para toda u € wm=Lr(Q).
—1
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Por lo tanto, si u €Y}, ), entonces ug € W P({2) para todo § > 1 y en vista de lo anterior
lim [ug — u| =0,
9%1[[ 0 ]]

por lo que u e WP(Q). O

Para los siguientes resultados es conveniente definir los dos conjuntos siguientes:

Up,p:={uec W™P(Q):divu=0 en Q}, m >1 entero

Uo,p:={ue LP(Q):divu=0en Q,u-v=0 en 00},

asi como sus correspondientes espacios polares, como se describen en la seccion A.5. Demos-
tramos ahora que una distribucion en W~=""P(Q2), m > 0 tiene un potencial del cual es el
gradiente si y solo si se anula en estos espacios. Mas adelante veremos que es suficiente
con saber que una distribucién se anula en

V:={veD(Q):divv=0}

para concluir lo mismo.

Lema 27. Sean Q CRY abierto, acotado y de frontera C' y m >0 entero, p € (1, 00)
arbitrarios. Sea p' el conjugado de p: 1/p+1/p'=1. Una distribucion f € W ~"P(Q)
cumple

(f,)=0 para toda ¢ € Uy,

si y solo si existe g € W—mHLP(Q) tal que f=Vg. Si ademds el conjunto 2 es conexo,
entonces g estd definida univocamente por f salvo una constante y existe C > 0 indepen-
diente de f tal que

[9llw—m+12(0) /R < C || fllswr—m.2()- (35)

Demostracion.

Caso m > 1. Que la condicion es suficiente es evidente: si f = Vg, entonces dada ¢ €
Unn,p calculamos (f, ) = (Vg, ¢) = (g.i, pi) = =(9, pi.i) = —(g,div ) =0.

Para ver que es necesaria, obsérvese que (—grad f, ¢) = ( f,div ¢) significa que el ope-
rador acotado —grad: W ~m+1LP(Q) — W =m:P(Q) es el dual de div: W/E]m’p/(ﬂ) — I/Vom_l’p/(Q)
y ademéas de acuerdo con el corolario 25 su imagen R(grad) es un subespacio cerrado
de W—™P(Q). Por el teorema de la imagen cerrada (teorema 35), tenemos entonces

R(grad) = (kerdiv )° = Uy, ,»

lo cual es precisamente al afirmacion de la condicion necesaria: si f € W~""P({2) se anula en
Up,p €s que f €Uy, vy entonces es el gradiente de alguna g € dom (grad) =W ~"T1P(().
La cota superior (35) es exactamente (33).

Caso m = 0. Puesto que Uy ,» C Up pr, una funcion f € LP(2) que se anula en Uy p
también lo hace en Uj ,/, de modo que el razonamiento anterior con m =1 prueba que
f=Vg para alguna g € LP(Q), pero entonces g € WHP(Q) y el corolario 25 proporciona
de nuevo la cota. O

Como anunciabamos, es suficiente con mirar las funciones C§°(2):
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Teorema 28. Sean QCRYN abierto, acotado y de frontera C' y m un entero no negativo,
p € (1,00) arbitrarios. Sea p’ el conjugado de p: 1/p+1/p'=1 y supéngase que f €
W="P(Q) cumple

(f,¢)=0 para toda p € V.
Entonces se cumple la conclusion del lema 27, es decir: existe g € W~"TLP(Q) de modo

que f=V g. St ademds el conjunto §) es conero, entonces g estd determinada por f de
manera unica salvo una constante y existe C >0 independiente de f tal que (35) se cumple.

Demostracion. Aplicando el argumento que sigue a cada componente conexa, podemos
suponer que ) es conexo. Es suficiente con probar f= Vg para alguna g € I/Vlo_cmﬂ’p (Q)
porque gracias al corolario 26 sabemos entonces que g € Y_,,11,=W " FTLP(Q).

Sea entonces (£2;)r>1 una sucesion creciente de conjuntos abiertos conexos de clase
C' tal que Q. CQy U i $4 = €. Tomemos una funcion cualquiera h sin divergencia y en

WJ™P (Q) sim>1o0en LP'(Q) y ademas con h-v =0 en el borde si m =0 y extendamosla
por cero fuera de . Consideremos una aproximacion de la identidad ( ps)e—0 con supp p. C
B(0,¢). Entonces para ¢ suficientemente pequeno, tenemos

pxheD(N)

N
div(pe*xh) = ZZI 8J:i/ng€(y)h($ —y)dy

N
_ / p(1) Onh(y — ) dy
B. i=1

= pexdivh

y por tanto p.*h €). Ahora, por la hipotesis sobre f
0={(f,pexh) — (f,h), cuando € —0

y el lema 27 aplicado a cada () y cada restriccion flo, implica que existen funciones
gr € W—mHLp(Qy) tales que fior, = Vgg. Las diferencias gxy1 — gr son constantes asi
que podemos fijarlas para que sea gri11= g en € y entonces si Q' C CQ, existe g €
W-mtLe(Q) tal que f=Vg en Q. Es decir g €Y py1p:={ge€ W " THP(Q): Vg e

ocC

WmP(Q)} =W ="P(Q) por el corolario 26 y la cota (35) es de nuevo (33). O

Llegamos al teorema que usaremos para demostrar la desigualdad de Korn.
Teorema 29. Sea QCRY abierto, acotado y de frontera C', m €7, pe (1,00) arbitrarios y
X p(Q):={veD'(Q): Voe Wm—Lr(Q)}.

Se cumple
Xom p(82) =WP(QQ).
En particular

X0.2(Q)=L*(Q). (36)

Demostracion. Demostramos la inclusion no trivial. Sea f € X, ,(€2).
Caso m < 0. Observemos que para toda ¢ €V se cumple

<vf7 80> :_<f,d1V SO> :07



42 MIGUEL DE BENITO DELGADO

luego por el teorema 28 existe una g € W™P(Q) tal que V f=Vg. La diferencia f — g es
por tanto constante en cada componente conexa de €2 y como éste es acotado, esto implica
que feW™P(Q).

Caso m > 0. El argumento anterior muestra que f pertenece al menos a LP(2) asi que
esta en W™P(Q). O

Por fin podemos demostrar el resultado principal de esta seccion:

Teorema 30. Desigualdad de Korn. Existe una constante ¢ >0, dependiente de §) tal
que para todo v € HY(Q) se cumple

E() +[v]* = clvllEn q).

Demostracion. Sea E={v & L*(Q):¢;;(v) € L*(Q)}. Obsérvese que este espacio es en prin-
cipio distinto de H'(Q2) porque de que las sumas v; j+ v;; estén en L?(2) no se sigue
necesariamente que cada uno de los sumandos también.

En E definimos (u,v)g:= [,eij(u)eij(v) dr+ [u;vidz. Esto es claramente un producto
escalar y con la norma inducida el espacio F es de Hilbert. En efecto, si v™ es una sucesion
de Cauchy en E, entonces lo son cada v/ y ;;(v™) en L3(Q). Si v; y w;; son los limites
respectivos en L2(Q), como L?(Q) C Li,«(2), €:;(v) y w;; definen distribuciones en D’()
y lo que afirmamos es que €;;(v) =w;; como tales, y como esto tltimo esta en L2(2), por
tanto v € E. Para comprobar la igualdad tomemos ¢ € D(2); por definicion:

2 (g4j(v), @)pr:=—(vi, ©,5)p — (v}, ©,i) D

Estas distribuciones son regulares, as{ que se trata de integrales y

— lim </vf¢,jdx+/v}1w,idx> = lim </v{fjg0dx+/v}fiapdx>
n—o00 Q [¢) n— oo Q Q

= lim [ 2g;(v")edx

n—oo JQ

= 2/wijg0dx.
Q

Donde hemos usado que con () < oo se tiene |[u" —ulpr < |[u”—u|r— 0= [u"— [u.

Queremos ahora demostrar que este espacio F es idéntico a H'(2) como conjunto: por
un lado es evidente que H'(Q2) C E, por otro tomamos una v € E y queremos aplicar (36)
a las distribuciones v; ;. Simplemente cancelando los sumandos tenemos la representacion

Vi, jk = Eik,j(0) + €ij k() = Ejki(V).
Por otra parte, segin la seccion A.2, de €;;(v) € L*(2) se sigue que los &;; x(v) estan en
H~Y), asi que los v; j € H~ () también. Aplicando (36) a los v; ; obtenemos que
vi,j € L*(Q), es decir ve HY(Q).
Ahora, la inclusién j: H'(Q) < E es una biyeccién continua y en particular cerrada,

de modo que su inversa también es cerrada.?® El teorema de la grafica cerrada implica
entonces que j ! es continua, asi que ||[v[lz = |77 |vl|lm (o) O

Teorema 31. Si Iy C I tiene medida positiva, y existe co >0 tal que para toda matriz
simétrica € y casi todo x € §2

aijri() &ij €k = co &ij&ij

33. Toémese e™ — ¢ en E tal que j (™) — h en H', entonces poniendo h™:=j~1(e™), se tiene h™ — h en H'
y j(h™) —e en E y como j es cerrada, esto significa que j(h) =e=>h=j"1(e).
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entonces la forma bilineal a(u,v) = [, aiju(x) epi(u) €ij(v) dz es eliptica en
Vo:={ve HYQ):v=0 en I},
es decir existe una constante ag> 0 tal que

a(v,v) = g Hv||%{1(ﬂ) para toda v € V.

Demostracion. Por la condicién de elipticidad sobre los coeficientes a;ji; tenemos que
a(v,v) = co&(v) y la desigualdad de Korn proporciona ¢ ||v |71 < E(v) + |v|?, luego si fuera
E(v) =c1|v|? con ¢1 >0, tendriamos

cllo)|2p <EW) + W< EW) + 7 EW) < eralv,v),

asi que el problema se reduce a demostrar que existe dicha constante ¢;. Ademés, podemos
restringir el problema al caso |[v| =1, ya que de resolverlo para estas funciones y tomando
v arbitraria, basta aplicarlo a v /|v| asi:

ler<E ™) =v|2EW)=EW) = |v]*

Supongamos entonces que no existe dicha constante para las funciones v € Vj con |v| = 1:
si ¢, — 0 encontramos una sucesion (v™) C Vp con |[v"| =1 tal que £(v"™) < ¢, — 0. Por la
desigualdad de Korn, ¢ ||[v"||311 < ¢n + 1, las 0™ estan acotadas en H', luego el teorema de
Eberlein (teorema 33) implica que una subsucesién (v™*) converge débilmente a una v” en
H', pero como v™ € Vj, un conjunto convexo, el limite débil v € 1j también. La convexidad
y diferenciabilidad Géateaux del funcional £ prueban su semicontinuidad inferior débil:
E(WY) <liminf £(v™) =0, es decir £(v”) =0 y por tanto a(v’,v%) =0. Ahora bien, sabemos
por la seccion A.1 que af(-,-) solo se anula en los movimientos rigidos R y como Iy tiene
medida positiva la tinica funcion 12 € VjNR es v°=0. Asi que v —0 en H'.

Por tltimo, el teorema 34 implica que el encaje compacto j: H'(Q)) < L?(Q) (cf. teo-
rema 15) transforma la subsucesién débilmente convergente en H' en una convergente en
L2, es decir v — 0 en L2, lo cual contradice la suposicion [v"| = 1. O

Obsérvese que en este teorema es crucial el hecho de que el conjunto [y tenga medida
positiva, es decir, que haya unos desplazamientos prefijados en alguna regién del borde. La
explicacion intuitiva es que si el solido no esta fijo (tomando en concreto U =0) en ningun
punto, es decir Iy =), este podria rotar o desplazarse por el efecto de las fuerzas externas.
Pero la forma bilineal a es invariante por movimientos rigidos (cf. seccion A.1), lo que
significa que si no se excluyen de los movimientos admisibles de algin modo, la forma no
puede ser eliptica puesto que a(p, p) =0 para todo movimiento rigido p. Por otra parte,
esta invarianza no es un detalle técnico y tiene cierto sentido fisico, ya que a(-,-) representa
el trabajo realizado por el potencial elastico acumulado y en un modelo razonable éste no
deberia ser alterado por traslaciones o rotaciones.

Cuando no hay condiciones de tipo Dirichlet, los movimientos rigidos son parte del
conjunto de movimientos admisibles V5 y han de excluirse de otro modo si el modelo lo
permite. Aunque esto no es el caso del problema de Signorini porque las traslaciones son
relevantes, si que pueden ignorarse en una verson del problema 2 con Iy =0).

Teorema 32. Si [y=0, entonces la forma a(-,-) es eliptica en el cociente por los movi-
mientos Tigidos

V:=HYQ)/R,

es decir: existe una constante ag>0 tal que

a(v,v) > ag ||v||¥ para toda v e V.
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Demostracion. Recuérdese que la norma en el cociente estd dada por

[o]lv:= inf [[v+ p|la
pPER

y que E(p) =0 para todo p € R. Segtn el teorema 30 y los comentarios que le siguen, (€(v) +
|v|2)'/2 es una norma equivalente a ||-|| (), de modo que la desigualdad es equivalente a

a(v,v) = aq inf [E(v)+ v+ p|2]=a1E(v) + a1 inf v+ p|?
pPER pER
De la elipticidad de los coeficientes a;;i; se sigue que es suficiente con demostrar que existe
c1>0 tal que £(v) > ¢ inf |v+ p|?, porque entonces
PER

a1E(v)+aq in7fa|v+ pP<(ar14+arer ) EW) <era(v,v).
pe

Puesto que R es cerrado en L?, existe la proyeccion ortogonal P: L?(€)) — R y se cumple

inf [v+ p|?=|v — Pv|%
pER

Ponemos w =v — Pv € R+ y se trata entonces de demostrar que existe ¢; > 0 tal que
E(w)=E&(w) > c1|wl?, pero como en el teorema 30, poniendo w |w|~! vemos que es suficiente
con probarlo para w con |w|=1, es decir que £(w) > ¢; para todo w=v — Pv con |w|=1.

Supongamos que no existe esta constante. Entonces dada ¢, — 0 encontramos (w™)
con w™ de la forma v™ — Pv™ y |[w™| =1 tal que £(w™) < ¢, — 0 y por la desigualdad de
Korn, w™ es acotada en H:

¢ llw™|En < E(w™) +[w™ < em + 1,

asi que el teorema 33 implica que existe una subsucesion (w"*) débilmente convergente
en H' a una w. Ahora bien, £ es convexo y Gateaux diferenciable, asi que es débilmente
inferiormente semicontinuo y &(w’) < liminf £(w™*) =0, es decir £(w®) =0 y por tanto
w? € R=ker&. Pero por otro lado cada w™ € R que es débilmente cerrado, de modo que
w? € Rt y solo puede ser w®=0. Es decir,

w™ —0 en HY(Q).

Por tltimo, H' se encaja de manera compacta en L2, asi que el teorema 34 implica w"™ — 0
en L2, una contradiccion con |w™|=1. O

Esta técnica de pasar al cociente puede generalizarse: si el operador diferencial estu-
diado es de orden k y la forma asociada se anula en alguna familia de polinomios de orden
k — 1, puede pasarse al cociente por ésta y adaptando las demostraciones obtener estos
resultados. (cf. Necas «Les méthodes directes en théorie des équations elliptiquesy, 1967).

A.5. Otros resultados del analisis funcional.
Sigue un pot-pourri de teoremas que hacen falta en algiin momento u otro y cuya
demostracién omitimos por salirse del ambito de este trabajo.

Teorema 33. (Eberlein, 1947) Sea X normado. Entonces X es reflexivo si y sdlo si toda
sucesion acotada en X tiene una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion. cf. Limaye, Functional Analysis. Teorema 16.5, p. 288 de la 22 ediciéon. [
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Teorema 34. Sea T:X —Y un operador compacto entre espacios normados. Si ™ —x en
X entonces Tx" —Tx enY.

Demostracion. cf. Limaye, Functional Analysis. Teorema 17.5, p. 312 de la 22 ediciéon. [J

Para el siguiente teorema, que es una generalizacién al caso infinito-dimensional de lo
que ocurre en algebra lineal, necesitamos algunas definiciones. Recuérdese que si A: E— F
es un operador acotado entre espacios de Banach, R(A) designa su imagen y ker A su
nucleo. Su operador dual A”: F’ — E’ se define como

Al(p):=po A= (p, A(-))p.
Dado un subespacio U C FE, se define el espacio polar mediante
U°:={p€eFE"{p,u)p=0 para todo ue U }.
Analogamente, si V C E’, se define
Ve:={u€FE: (p,u)p=0 para todo p € V'}.

Teorema 35. (De la imagen cerrada. Banach, 1932) Sean A: E — F un operador acotado
entre espacios de Banach y A': F'— E' su dual. Son equivalentes:

a) R(A) es cerrado.
b) R(A)=(ker A")°.
c) R(A") es cerrado.
d) R(A") = (ker A)°.

Demostracion. Cf. Yosida, K., Functional Analysis, Springer. Capitulo 4, §5, p. 205 de la
62 edicion. OJ

El siguiente teorema estudia bajo qué condiciones la parte positiva de una funcion
iedades de derivacion débil.?¥ 35 A 1 iad i
conserva sus propiedades de derivacion débil. unque el enunciado es para espacios
de Besov, es suficiente con considerar el caso que nos interesa de espacios de Sobolev.

Teorema 36. (Bourdaud, Meyer [ BM91]) Dados p,q€ [1,00] y s€(0,1+1/p), existe
una constante C >0 tal que para toda f GB;Z,(]RN) se cumple H\f|||35m< C ||fHB§,p- En
particular sip=q=2 ys<3/2:

11 lzzs < C || £l

A.6. Un e de Historia.

En 1933 Antonio Signorini presentd una version preliminar del problema expuesto en
la seccién 3. Mas adelante lo propondria durante un curso en el Istituto Nazionale di Alta
Matematica ([Fic70]) y lo ampliaria en [Sig59], considerando funciones de clase C'! a trozos.
La ambigiiedad en las condiciones de contorno forzaba la pregunta de si el problema estaba
bien planteado y fue Gaetano Fichera, quien poco antes de la muerte de Signorini en 1963
demostrara la existencia y unicidad de soluciones generalizdndolo a H!. En [Fic84] Fichera
escribe:

34. Una alternativa es un resultado conocido para W!P(Q) como puede verse por ejemplo en [Sta65].

35. Recuérdese que f+:%(f+ Lf1)-
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«The name of Signorini shall be remembered not only for its association with
nonlinear elasticity, but also for his study of the unilateral problems which
he was the first to pose in 1933 (...). The study of this problem|s| has opened
a whole new and suggestive chapter in analysis and mathematical physics.»

El capitulo de la matematica que menciona es ahora conocido como ecuaciones varia-
cionales y fue precisamente iniciado por Fichera en su articulo de 1963 en el que aplico las
técnicas que hemos visto en la seccién 3 para resolver el problema de Signorini. Poco tiempo
después Guido Stampacchia presentaria®® una generalizacion del teorema de Lax-Milgram
para inecuaciones variacionales a(u,v) > F'(v) en un convexo V' del cual hemos visto una
version simplificada en la seccion A.3 gracias a que disfrutamos de la simetria de af(,-).
Miés tarde aparecerian de nuevo estos resultados sistematizados y con aplicaciones en un
trabajo de Jacques-Louis Lions y Stampacchia®”. Con el tiempo este campo ha encontrado
numerosas aplicaciones en fisica y problemas de contorno abierto en general. La tesis de
Brézis [Bré72] en 1972 represent6 un hito en el estudio de inecuaciones variacionales y
problemas unilaterales como el de Signorini: en ella se establecen resultados de existencia y
regularidad fundamentales para ecuaciones escalares. Por ejemplo que el problema 4 tiene
solucién en H? y esta es la mayor regularidad posible no importa cuan regulares sean los
datos.?8 Entre las monografias dedicadas a estas cuestiones, es quizas la de Kinderlehrer y
Stampacchia [KS00] la mas accesible que hemos encontrado.

Para la aplicacion al caso de la elasticidad lineal fue J.L. Lions quien demostrd por
primera vez el lema esencial para la demostraciéon que presentamos del teorema 30 mucho
antes de su publicacion en [DL76].3° Mas tarde fue generalizado en varias ocasiones hasta
llegar a su forma mas general, dada por Amrouche y Girault en [AG94] (para su aplicacion
al problema de Stokes) como se encuentra, en parte, en el teorema 29.

A.7. Comentarios sobre las fuentes.

La secciones 2.1 a 2.4 estan extraidas casi en su totalidad del libro de Eck, Garcke y
Knabner [EGK11], secciones 5.5, 5.7 y 5.10, asi como del libro de Temam y Miranville
[TMO5], seccion 3.4 y capitulo 13. La seccion 2.6 sigue Duvaut y Lions [DL76], capitulo III.

La discusion del problema de Signorini de la seccién 3 sigue en parte los articulos de
Fichera [Fic66] y [Fic70] y utiliza la tesis [Kra0l] asi como los libros de Duvaut y Lions
[DL76], capitulos I y III, y (marginalmente) de Hlavacek et al. [HHNLS88], capitulo 2.

La seccion 4 sigue el articulo de Kinderlehrer [Kin81|, apartados 5 y 6 mientras que
4.2 reproduce los resultados principales de los trabajos de Diaz [Dia80] y Diaz y Jiménez
[DJ8S]. La tesis de Brézis [Bré72] sirve de referencia para muchas de las cuestiones plan-
teadas aqui.

Los apéndices A.1, A.2 y A.3 recogen algunos resultados elementales y un repaso fugaz
de espacios de Sobolev extraido de Wloka [W1o87] y Adams [AF03]. El resto proviene de
Duvaut y Lions [DL76], capitulos III, §3.3 y las notas de clase de Brokate [Brol2|, aunque
en A.4 para demostrar el teorema principal para la desigualdad de Korn se han seguido
el articulo de Amrouche y Girault [AG94] y un par de veces el §1.2 de Girault, Raviart
[GR86]. Para A.6 se ha seguido el trabajo de Fichera [Fic84].

36. En Stampachia, Formes bilineaires coercitives sur les ensembles convexes, Comptes rendus hebdomadaires
des séances de I’Académie des sciences 258, 1964, pp. 4413-4416.

37. Cf. Lions, Stampacchia, Variational inequalities. Comm. Pure Appl. Math. 20, 1967, pp. 493-501.
38. Cf. [Bré72, teorema 1.10 y observacion 1.26].

39. Cf. Magenes y Stampacchia I problemi al contorno per le equazioni differenziali di tipo ellittico. Ann. Scuola
Norm. Sup. Pisa, 1958, Vol. 12, pagina 320, nota 27.
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Como referencia general sobre problemas elipticos y técnicas variacionales han servido
los libros de Evans [Eval(] y ocasionalmente Kinderlehrer y Stampacchia [KS00]. Sobre
espacios de Sobolev y distribuciones Adams [AF03] y Wloka [W1087]. Este tltimo ha sido
particularmente Gtil como una referencia general precisa y exhaustiva. Para la mecanica
de medios continuos se han consultado los libros de Temam y Miranville [TMO05], y Eck,
Garcke y Knabner [EGK11], asi como las notas de clase de Alt [Alt12].

Ocasionalmente han servido otras publicaciones cuyas referencias se proporcionan dentro
del mismo texto por encontrarse fuera del ambito de este trabajo (por ejemplo manuales
de analisis funcional o articulos con resultados relacionados) o sélo haber sido muy super-
ficialmente repasadas.
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